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Vorwort. 


Obgleich jedermann einſieht, daß der heutige Gymnaſialunterricht 

viel zu hohe Anforderungen an die Schüler ſtellt — wenigſtens, wenn 
man von ihnen verlangt, daß ſie auf alle Fächer den gleichen Fleiß 
verwenden ſollen — und kaum jemand leugnet, daß dem endlich abge- 
holfen werden müſſe, wenn die heranwachſende Generation der Gebildeten 
nicht körperlich immer mehr herabkommen ſoll, jo haben doch alle Ver— 
ſuche, dieſe Abhilfe zu ſchaffen, bisher meiſtens nur dahin geführt, daß 
es entweder beim alten verblieben, oder gar die Anforderungen in dem 
einen oder anderen Fache noch mehr geſteigert worden ſind. 
Dies hat wohl zum Teil feinen Grund darin, daß die Fachgelehrten, 
deren Gutachten man eingeholt hat, meiſtens ihr eigenes Fach in erſter 
Linie berückſichtigt wiſſen wollen und die Kürzungen bei den anderen 
Fächern erwarten. 

Soll irgendwie abgeholfen werden, ſo iſt jedenfalls das Wichtigſte, 
daß von jeder Disziplin genau feſtgeſtellt werde, welchen 
Nutzen gerade ihr Studium denjenigen gewähre, welche ſich 
einem gelehrten Berufe widmen wollen, und wieviel von dieſer 
Disziplin unerläßlich, wenn der zukünftige Gelehrte keine empfindliche 
Lücke in ſeiner allgemeinen Bildung zeigen ſoll. 

Alles was über dieſes Minimum, das von jeder Disziplin dem 
Gymnaſiallehrplan überwieſen werden muß, hinausgeht, dürfte dann dem 
Privatfleiße der Schüler überlaſſen bleiben, und was nicht jedem nützt, 
ſollte zum fakultativen Lehrgegenſtande gemacht werden, ſo daß, wenigſtens 
in der Prima, jeder lernen kann, was ihm für ſeinen künftigen Beruf 
von Wichtigkeit iſt, daß er aber nicht gezwungen wird, ſeine Kraft an 
Dingen zu verſchwenden, die ihm von gar keinem oder nur problema⸗ 
tiſchem Nutzen ſind. 
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In den unteren und mittleren Klaſſen ſollte man ſich dagegen 
lediglich auf das Minimum in allen Disziplinen beſchränken, um den 
Schülern noch Zeit zu laſſen ſowohl zur Ausbildung ihrer Körperkräfte, 
als auch ihrer beſonderen Talente. 

Es iſt nun zwar gewiß ſchon ſehr viel über den pädagogiſchen 
Wert jeder einzelnen Disziplin geſchrieben und diskutiert worden. Der⸗ 
gleichen pflegt aber wenig geleſen und raſch wieder vergeſſen zu werden, 
ſo daß, wer ſich in der einſchlagenden Litteratur umſehen will, auch bei 
großer Mühe kaum finden wird, was er ſucht. Mir iſt es wenigſtens 
nicht gelungen über den Bildungswert der Mathematik irgend 
eine Abhandlung ausfindig zu machen, die auch nur einigermaßen auf 
Gründlichkeit Anſpruch machen dürfte, wenn ich die 1836 erſchienene 
anonyme Abhandlung „über den Wert und Unwert der Mathematik“, 
welche von einem ſchottiſchen Profeſſor der Logik und Metaphyſik, 
W. Hamilton, herrühren ſoll, ausnehme. Dieſe Abhandlung hat aber 
bei aller Gründlichkeit den Fehler großer Einſeitigkeit und ihre Argu⸗ 
mente gegen den Wert der Mathematik als Bildungsmittel treffen 
nur zu, wenn man unter Mathematik lediglich die Elemente des Euklid 
verſteht, wie überhaupt des Verfaſſers Kenntnis von der Mathematik 
nicht über dieſe hinauszugehen ſcheint. 

Obwohl ich überzeugt bin, daß das, was ich über dieſen Gegenſtand 
vorzubringen habe, gewiß auch ſchon anderwärts ausgeſprochen iſt — 
denn wer überhaupt ohne Voreingenommenheit und mit Sachkenntnis 
an dieſe Unterſuchung herantritt, wird ſchwerlich zu ſehr abweichenden 
Ergebniſſen kommen können — ſo halte ich es doch für angezeigt, die 
Ergebniſſe meiner Unterſuchung öffentlich darzulegen. Wenn dadurch 
andere veranlaßt werden, die übrigen Disziplinen des Gymmafialunter- 
richts einer ähnlichen und ebenſo unparteilichen Unterſuchung zu unter 
ziehen, ſo wäre damit immerhin ein Schritt zur Löſung der Über⸗ 
bürdungsfrage gethan. 


Bruchſal, im Februar 1883. 
Der Verfaſſer. 
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Einleitung. 


Die Grammatik giebt uns, neben einigen Begriffen, feſte Regeln 
und Vorſchriften mit ihren Ausnahmen. Der Schüler hat ſich dabei zu⸗ 
nächſt paſſiv zu verhalten: er hat die Regeln hinzunehmen, ebenſo wie 
die Vokabeln, ſie zu behalten und ſich danach zu richten. Wie ſie ent⸗ 
ſtanden ſind, und was ihnen ihre Berechtigung giebt, geht ihn nichts an. 
Das Auffaſſen der Regeln erfordert aber dieſelbe geiſtige Thätigkeit, wie 
das Erfaſſen von durch Definitionen gegebenen Begriffen. Denn die 
Regel wird ebenſo aus vielen einzelnen Fällen gewonnen wie der Be— 
griff aus vielen einzelnen Vorſtellungen. Schon die bloße Auffaſſung 
der grammatikaliſchen Regeln erfordert mithin auch von Seiten des 
Schülers Selbſtthätigkeit, nämlich die Bethätigung des Abſtraktionsver⸗ 
mögens. Sobald aber die Grammatik angewendet wird, ſei es bei der 
Überfegung aus einer fremden Sprache, ſei es bei der Übertragung der 
Mutterſprache in die fremde, wird die Selbſtthätigkeit des Schülers in 
viel höherem Grade in Anſpruch genommen, indem man von ihm ver⸗ 
langt, daß er in jedem einzelnen vorliegenden Falle die Regel erkenne, 
der derſelbe zu ſubſumieren iſt. Dazu iſt erforderlich Aufmerkſamkeit 
und Gedächtnis. 

Der Gewinn, den der Schüler aus dem Studium der 
Grammatik und den lateiniſchen und griechiſchen Exerzitien 
zieht, beſteht alſo darin, daß er fein Abſtraktionsvermögen 
und ſein Gedächtnis für abſtrakte Begriffe und Regeln übt 
und eine Fertigkeit erlangt in derjenigen Form des Urteilens, 
durch welche in jedem einzelnen Falle, auf den ſich eine be— 
kannte Regel bezieht, dieſe Beziehung erkannt wird. 

Die Pädagogen haben zur Genüge dargethan, daß und warum einer⸗ 
ſeits dieſer Gewinn ein größerer iſt, wenn man die lateiniſche und grie⸗ 
chiſche Sprache zu Grund legt, als wenn man franzöſiſche und engliſche 
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Grammatik treibt, und daß und warum andererſeits Beſchäftigung mit 
fremden Sprachen und ihrer Grammatik zur Ausbildung dieſer Fertig⸗ 
keiten zweckmäßiger iſt als irgend welche andere Studien. Sie haben 
aber nicht dargethan, daß durch lateiniſche und griechiſche Grammatik 
und Exerzitien irgend ein anderer Gewinn für die ſ. g. formale Geiſtes⸗ 
bildung erzielt werde als der eben dargelegte, noch auch, daß die fo er» 
langten geiſtigen Fertigkeiten das Ganze der formalen Bildung aus- 
machen. 

Es iſt überflüſſig, auf das einzugehen, was durch das Studium der 
Alten an realem Gehalt für die Bildung gewonnen wird. Wenn man 
jedoch unter Bildung nicht bloß eine harmoniſche allſeitige Ausbildung 
der uns gegebenen Fähigkeiten und Anlagen verſteht, ſondern von dem 
höher Gebildeten auch ſo viel Wiſſen verlangt, daß er ſeine Zeit und 
Umgebung verſteht, und nicht bei jedem Schritte auf Unbekanntes und 
Unbegriffenes ſtößt, ſo iſt klar, daß das Studium der Alten allein in 
keiner Weiſe ausreicht, ja daß es umſomehr in den Hintergrund 
treten ſollte, je mehr unſere eigene Kultur fortſchreitet, und 
je größer die Anforderungen werden, die an den gemacht wer— 
den müſſen, der dieſen Fortſchritten der Kultur nicht fremd 
gegenüberſtehen will. 

Das hat man längſt erkannt, und es ſind überall zu den alten 
Sprachen neben der Mutterſprache und ihrer Litteratur und wenigſtens 
einer neuen Sprache die Realien als Lehrgegenſtand der Gymnaſien 
hinzugetreten und haben ſich immer mehr Boden gewonnen; ſo daß man 
jetzt allenthalben über das zu viel und zu vielerlei klagt, und vergebens 
durch Verweiſung auf die weiſe Regel „multum, non multa!“ wieder 
abzuwerfen ſucht, was man nicht zu bewältigen vermag. 

Es iſt nun keineswegs meine Abſicht, mit neuen Vorſchlägen her- 
vorzutreten, obwohl das, was ich zum Gegenſtande dieſer Schrift gewählt 
habe, ſehr nahe mit der Frage zuſammenhängt, wie dieſem allgemein 
gefühlten Übelſtande einigermaßen abgeholfen werden könne. 

Mein Thema beſchränkt ſich auf eine gründliche Erörterung der 
Frage: 

Welche Stellung hat unter den Lehrfächern des Gymna— 
ſiums ſpeziell die Mathematik einzunehmen; wenn dieſes 
ſeinen Zweck vollkommen erreichen ſoll, ohne die Schüler 
mehr als nötig zu belaſten? 

Dieſe Frage zerfällt zunächſt in zwei: 
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1. Welchen Gewinn für die „formale Bildung“ zieht man aus 
dem Unterrichte in der Mathematik ſpeziell, und inwieweit iſt gerade die 
Mathematik zur Erzielung dieſes Gewinnes unerläßlich oder wenigſtens 
zweckmäßiger als andere Disziplinen? 

2. Welchen realen Gewinn für die Bildung ziehen wir aus dem 
Studium der Mathematik, und wieviel iſt von dem mathematiſchen Wiſſen 
und Können unerläßlich, wenn wir in dem Verſtändnis unſrer gegen⸗ 
wärtigen Kultur nicht empfindliche Lücken haben wollen? 

Die Beantwortung dieſer Fragen führt dann auf die weiteren: 

3. Welche Disziplinen der Mathematik erweiſen ſich demnach als 
unerläßlich oder wenigſtens als zweckmäßig für den Lehrplan des Gymna⸗ 
ſiums und in welcher Ausdehnung müſſen ſie im Gymnaſium gelehrt 
werden? 

4. In welcher Methode müſſen dieſe einzelnen mathematiſchen 
Disziplinen gelehrt werden, damit 

a) der Gewinn für die formale Bildung ein möglichſt großer, 

b) der Gewinn an notwendigem mathematiſchem Wiſſen und 
Können ausreichend und feſt ſei, 

c) die Belaſtung der Schüler durch dieſe Disziplinen im richtigen 
Verhältniſſe ſtehe zu dem erzielten Gewinne? 

Und wie find dieſe Disziplinen auf die einzelnen Klaſſen zu ver⸗ 
teilen? 


Vc 
GABINET aten neh? 


Tanarzyetn® ant 
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Um die erſte der obigen vier Fragen zu beantworten, iſt es not— 
wendig, zunächſt nach den Lücken in der formalen Bildung zu fragen, die 
auch beim beſten Unterrichte in den alten Sprachen und der paſſendſten 
Wahl der Exerzitien und Leſeſtücke noch verbleiben. 

Wer bloß Sprachen, Litteratur und Geſchichte treibt, hat nie wirk— 
liche, d. h. anſchaulich vorliegende Dinge, ſondern Begriffe und durch die 
Sprache, alſo begrifflich, Mitgeteiltes zum Gegenſtande ſeiner Gedanken, 
das zwar durch Zuhilfenahme der Phantaſie auch anſchauliche Form ge— 
winnen, nie aber die Wirkung unmittelbarer Wahrnehmung haben kann. 

Er lernt darum nicht richtig ſehen und beobachten, die Dinge 
ſelbſt vergleichen, ordnen und einteilen; er erhält keinen Einblick in das 
Geſetz der Kauſalität, das alle Vorgänge in der Natur verkettet, und 
er ſieht nicht, wie ſchon die bloße Form der Dinge geknüpft iſt an Ge— 
ſetze, nach denen ſich ihre einzelnen Merkmale gegenſeitig bedingen. 

Soll alſo der Gymnaſialunterricht für die geiſtige Bildung wirklich 
fruchtbar werden, und ſoll der Schüler nicht bloß zur Aufnahme und 
Wiedergabe fremder Gedanken befähigt werden, ſo muß der Sprach— 
unterricht Hand in Hand gehen mit ſolchen Disziplinen, durch die er 

Erſtens die Dinge ſelbſt richtig wahrnehmen, vergleichen, 
unterſcheiden und ordnen lernt, was ihn befähigt, einerſeits ſelbſt 
Begriffe zu bilden und andererſeits mitgeteilte Begriffe auf ihre Realität 
zu prüfen. 

Zweitens ſoll er durch den Unterricht in Stand geſetzt werden 
richtig zu beobachten, was um ihn vorgeht: Dadurch wird er 
befähigt, ſelbſt allgemeine Regeln aus beobachteten Einzelfällen zu 
abſtrahieren und andere, welche ihm mitgeteilt worden, auf ihre 
Richtigkeit zu prüfen. Erſt dann wird ihm der Sinn der Frage 
„warum?“ klar, den er beim Sprachſtudium nur verſteht, wenn man 
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damit nach der Regel fragt, die in einem gegebenen Falle Anwen— 
dung findet. 

Drittens ſoll er nachdenken lernen, ſei es, um gemachte 
Wahrnehmungen zu erklären, d. h. ihren Zuſammenhang ausfindig 
zu machen, ſei es, um gewiſſe Zwecke zu erreichen oder Probleme 
zu löſen. Das Nachdenken, zu welchem auch die Stilübungen Anlaß 
geben, beſteht meiſt nur in bloßem Beſinnen auf die im Gedächtnis 
aufbewahrten Regeln, Vokabeln und die damit verbundenen Begriffe, 
iſt alſo ganz anderer Art als das hier gemeinte: Schlüſſe kommen 
dabei nur höchſt ſelten zur Anwendung, und nur, wenn es ſich um 
das Verſtändnis deſſen handelt, was der Schriftſteller meint, kommen 
auch beim Sprachunterrichte reale Beziehungen in betracht. Man 
wird alſo dadurch weder Probleme löſen lernen, noch befähigt werden, 
wiſſenſchaftliche Erklärungen zu geben oder anderen ſchwierigeren Zielen 
nachzuſtreben. 

Verſteht man unter Stilübungen Aufſätze, ſo iſt das Geſagte 
allerdings nicht ganz richtig, wenn die Themata der Aufſätze ſolche find, 
welche die Schüler zu eigenem Nachdenken veranlaſſen ſollen. Gewöhnlich 
aber wird ſich dabei herausſtellen, daß das Ergebnis dieſes eigenen Nach⸗ 
denkens und der eigenen Beobachtung auch der beſſeren Schüler ein ſehr 
dürftiges iſt, wenn die Schüler nicht ſchon durch den Unterricht ſelbſt 
länger gezwungen worden ſind, in dieſer Hinſicht ſelbſtthätig zu ſein. 
Soll demnach bei ſolchen Aufſätzen, die nicht aus bloßen Nacherzählungen 
oder Referaten über Geleſenes und Gehörtes beſtehen, ein Ergebnis 
herauskommen, ſo muß der Lehrer ſelbſt mit den Schülern erſt das 
Thema gründlich durchſprechen, wobei ſich dieſe wieder weſentlich paſſiv 
verhalten und erſt ſelbſtthätig werden, wenn es gilt, das Gehörte in 
der richtigen Form wiederzugeben. Da nun die Zeit, die der Lehrer 
des Deutſchen auf derartige Beſchäftigung der Schüler verwenden kann 
meiſt ſehr knapp zugemeſſen, auch die Anzahl geeigneter Themata keines⸗ 
wegs groß iſt, ſo werden auch die Aufſatzübungen die Befähigung zu 
eigenem Beobachten und zu ſelbſtändigem Urteilen und Nachdenken über 
reale Verhältniſſe wenig fördern; während der Lehrer die größte Mühe 
hat, die Neigung zu leeren, aber ſchön klingenden Phraſen und blindem 
Nachſprechen fremder Urteile zu bekämpfen, ſofern er nicht, was auch 
vorkommt, gerade dieſe Auswüchſe befördern und großziehen will. 

Es iſt klar, daß zur Erreichung der eben aufgeſtellten Ziele zunächſt die 
Naturwiſſenſchaften herbeigezogen werden müſſen, und zwar zuerſt die 
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beſchreibenden und dann die erflärenden,*) entſprechend der Reihen— 
folge jener Ziele. Neben der Naturgeſchichte dürfte zur Erreichung des 
erſten derſelben ganz beſonders auch der Zeichenunterricht hervorge— 
hoben werden, indem er, namentlich, wenn er etwa mit der Naturgeſchichte 
in Verbindung tritt, das weſentlichſte Förderungsmittel einer klaren An— 
ſchauung und damit auch einer fruchtbaren Phantaſie iſt. Einzelne Par⸗ 
tieen der Naturgeſchichte verlangen zu ihrem vollen Verſtändniſſe auch 
die Herbeiziehung der Mathematik, insbeſondere der geometriſchen Formen— 
lehre, und die Phyſik ſetzt, wenn ſie ſich nicht auf ſehr oberflächliche 
Betrachtungen beſchränken ſoll, vollends ein ziemlich weitgehendes Penſum 
der Mathematik voraus. 

Alſo tritt die Mathematik zunächſt als Hilfswiſſenſchaft auf, um 
die Naturwiſſenſchaft möglich zu machen. Dann aber erweiſt ſie ſich auch 
ſelbſt als ein vortreffliches Mittel zur Erreichung der oben aufgezählten 
Zwecke und liefert uns die Grundlage zum Verſtändniſſe mancher Ein- 
richtung, die geholfen hat, unſeren heutigen Kulturzuſtand ſo weit, ſelbſt 
über den des klaſſiſchen Altertums, zu erheben. 

Es handelt ſich nun zunächſt darum, zu unterſuchen, inwiefern ſchon 
die Mathematik allein, ohne Beihilfe der Naturwiſſenſchaften, dazu bei— 
tragen kann, 

1. daß der Schüler lerne, die Dinge ſelbſt, nicht bloße Begriffe, 
richtig wahrzunehmen, zu vergleichen, zu unterſcheiden und zu ordnen; 
ſelbſt Begriffe zu bilden und mitgeteilte Begriffe auf ihre Realität zu prüfen; 

2. daß er beobachten lerne, was um ihn vorgeht, und befähigt 
werde, ſelbſtändig aus beobachteten Einzelfällen allgemeine Regeln zu 
abſtrahieren, und andere, welche ihm mitgeteilt werden, auf ihre Richtig— 
keit zu prüfen; 

3. daß er nachdenken lerne. 


*) Daß neuerdings Kirchhoff und, indem fie auf dieſen verweiſen, auch 
Helmholtz und Dubois-Raimond die Phyſik und Mechanik mit Recht den be— 
ſchreibenden Naturwiſſenſchaften beizählen, weil auch ſie nur beſchreiben, wie die 
Naturgeſetze wirken und die Naturerſcheinungen erfolgen, iſt kein Grund, dieſe Unter- 
ſcheidung fallen zu laſſen. Denn die beſchreibenden Naturwiſſenſchaften im engeren 
Sinne geben uns nur die Beſchreibung der Naturgegenſtände, während Phyſik und 
Chemie uns die an denſelben vorkommenden Veränderungen kennen lehren, und 
dieſelben erklären, d. h. auf die ihnen zu Grund liegenden Naturgeſetze zurückführen. 

übrigens ſagt ſchon Schopenhauer: Nimmt man es ſtreng, ſo ließe ſich be- 
haupten, daß alle Naturwiſſenſchaft im Grunde nichts weiter leiſtet, als was auch 
die Botanik: nämlich das Gleichartige zuſammenzubringen, zu klaſſifizieren. 
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Die Mathematik zerfällt in Arithmetik, mit welchem Namen 
man wieder Rechnen, allgemeine Arithmetik und Algebra zuſammenfaßt, 
und Geometrie. 

Die Arithmetik trägt allerdings nur inſofern zur richtigen Wahr⸗ 
nehmung der Dinge bei, als ſie uns befähigt, ihre Anzahl und Größe 
zu beſtimmen. Das iſt zwar nicht viel, aber doch weit mehr, als man 
gewöhnlich glaubt. Datiert doch die Entwickelung der Chemie zu einer 
Wiſſenſchaft von dem Tage, an welchem Lavoiſier zum erſtenmal die 
Wage zur Hand genommen, um ausfindig zu machen, in welchem Ge- 
wichtsverhältniſſe Sauerſtoff und Waſſerſtoff im Waſſer verbunden ſind! 
So lange wir aber nur reine Arithmetik treiben, fie alſo nicht an- 
wenden, lernen wir durch ſie allerdings nicht die Dinge ſelbſt richtig 
wahrnehmen, weil fie von den Dingen, welche gezählt und gemeſſen wer- 
den, ja ganz abſtrahiert. Doch giebt auch ſie Anlaß zur Bildung von 
Begriffen, und der Lehrer kann den Unterricht ſo einrichten, daß der 
Schüler ſelbſt zur Bildung dieſer Begriffe und zur Einteilung anderer 
Begriffe geführt wird. 

Schon die Thatſache, daß bei der Diviſion durch 2 bei einigen 
Zahlen die Diviſion aufgeht, bei andern 1 übrig bleibt, führt zur Unter⸗ 
ſcheidung gerader und ungerader Zahlen, und dieſe Unterſcheidung macht 
der Schüler ſelbſt, wenn auch der Lehrer ihm die entſprechenden Namen 
mitteilen muß. Später kommt hierzu die Unterſcheidung teilbarer 
Zahlen und Primzahlen, und die Begriffe Multiplum und Teiler ꝛc. 
Freilich find dies alles nur Zahlenbegriffe, die nur dem dienen, der da⸗ 
mit zu thun hat: aber das Bilden der Begriffe beruht hier, wie in allen 
andern Gebieten im richtigen Vergleichen und Unterſcheiden, und wer ſich 
geübt hat, hier ſelbſtändig Begriffe zu bilden, wird es auch in andern 
Disziplinen fertig bringen, wenn er die dort vorhandenen ſachlichen 
Schwierigkeiten überwunden hat. Immerhin iſt der Gewinn, den wir 
in dieſer Hinſicht aus der Arithmetik ziehen, kein ſehr großer. Denn in 
der Arithmetik kommt es hauptſächlich nur auf die ſorgſame Beachtung 
und faſt mechaniſche, alſo gedankenloſe Ausübung einfacher, aber ſehr ab⸗ 
ſtrakter, und darum inhaltsarmer Regeln an, ſo daß, abgeſehen von dem 
mittelbaren Wert, den die Arithmetik, als Hilfswiſſenſchaft, für die 
allgemeine Bildung hat, ihr Bildungswert in der That ſich darauf re⸗ 
duzieren dürfte, „daß ſie flatterhafte Schüler zur Aufmerkſamkeit und ſorg⸗ 
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fältiger Beobachtung vorgeſchriebener Regeln zwingt,“ was ja die ex- 
temporalia weit beſſer beſorgen. 

Größerer Wert muß dagegen auch in dieſer Hinſicht der Geometrie 
zugeſtanden werden. Ihr Gegenſtand, die Raumgebilde, ſind zwar in 
gewiſſem Sinne auch Abſtrakta und nicht wirkliche Dinge; aber ſie unter— 
ſcheiden ſich von den übrigen abſtrakten Begriffen dadurch, daß in ihnen 
gerade die weſentlichſten Elemente anſchaulicher Vorſtellungen 
feſtgehalten ſind. Eine gerade Linie, ein Dreieck, ein Kreis ſind zwar 
auch als Einzelvorſtellungen keine vollſtändigen anſchaulichen Vorſtellungen, 
und können ohne Anwendung des Abſtraktionsvermögens nicht für ſich 
allein vorgeſtellt werden. Denn eine gerade Linie kann nur zur An- 
ſchauung kommen als Grenzlinie verſchieden gefärbter Oberflächenteile, 
und wenn dieſe, oder auch nur die Verſchiedenheit ihrer Färbung an der 
Grenze ganz verſchwinden, bleibt auch von der Linie, die nichts iſt als 
dieſe Grenze, nichts mehr übrig. Aber das Bild oder die Form der 
Linie löſen wir eben ſo leicht von der Geſamtanſchauung los, in der wir 
es wahrnehmen, und erheben es zu einer beſonderen Vorſtellung, wie 
wir etwa die Vorſtellung eines beſtimmten Hundes aus den verſchiedenen 
Anſchauungsbildern loslöſen und feſthalten, die uns dieſer Hund erweckt, 
wenn wir ihn von verſchiedenen Standorten aus wahrnehmen. Und ſo gut 
ich die Vorſtellung, die ich mir von meinem Hund Karo mache, obwohl 
ich ſie nie in einer einzelnen Anſchauung ganz vor mir habe, und mir 
jede ſolche Anſchauung immer noch Daten giebt, von denen ich abſtrahieren 
muß, doch noch eine anſchauliche Vorſtellung nennen kann, ganz ebenſo 
gut kann ich die Vorſtellung von einer geraden Linie als eine anſchauliche 
Vorſtellung auffaſſen, ja mit noch mehr Recht: denn in jeder Anſchauung, 
in welcher ich ſie wahrnehme, liegt ſie ganz und vollſtändig vor. 

Indem alſo die Geometrie uns veranlaßt, ihre Begriffe direkt den 
anſchaulichen Vorſtellungen zu entnehmen, lehrt ſie uns auch die wirk— 
lichen Dinge wenigſtens in bezug auf ihre räumlichen Eigenſchaften zu 
vergleichen. Und wenn der Schüler nach und nach durch Abſtraktion 
aus der Anſchauung einerſeits zu den Gattungsbegriffen Körper, Fläche, 
Linie, Vieleck, Winkel ꝛc., andererſeits zu den Einzelvorſtellungen Punkt, 
Kreis, Gerade, Kugel, rechter Winkel, Quadrat u. ſ. w. gelangt, lernt 
er grade ſo gut reelle Dinge wahrnehmen, unterſcheiden, vergleichen und 
ordnen, und mitgeteilte Begriffe auf ihre Realität prüfen, wie durch 
Beſchäftigung mit Naturgeſchichte. Nur hat er den Vorteil, daß die Be— 
griffe und Vorſtellungen, um die es ſich handelt, ihm jederzeit leicht zu⸗ 
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gänglich find. Ganz beſonders vorteilhaft für die Entwicklung des Ver 
mögens, ſich die Dinge räumlich vorzuſtellen, erweiſt ſich die Stereometrie, 
welche in dieſer Hinſicht ſogar den Zeichenunterricht übertrifft, der wegen 
des allzulangen Verweilens an derſelben Vorlage denen, die eine unge— 
ſchickte Hand beſitzen, nicht gerade viele Objekte zur Ausbildung ihrer 
Raumanſchauung liefert. 


ad 2. 


In viel höherem Grade entſpricht die Mathematik der zweiten 
Forderung. Beide Disziplinen liefern reichliches Material, an dem die 
Schüler lernen können, eigene Beobachtungen zu machen und aus beobach- 
teten Einzelfällen ſelbſtändig allgemeine Regeln zu abſtrahieren. 

Schon das Einmaleins liefert das Material, aus dem die Regel 
a b ba abftrahiert werden kann, und ein richtiger Unterricht in der all— 
gemeinen Arithmetik wird den Schülern den ſachlichen Grund dieſer Regel 
ſo klar machen, daß ſie, wenn ſie denſelben wieder vergeſſen haben, durch 
ruhiges Beſinnen auf die Bedeutung der Formel ab ſelbſtändig den 
Grund ihrer Identität mit ba finden können. 

Die ganze allgemeine Arithmetik, wenn ſie richtig erfaßt wird, giebt 
ja nichts anderes als eine Anzahl Regeln, nach denen es geſtattet iſt, 
angedeutete Rechnungen durch andere zu erſetzen, und ihre weſentliche Auf— 
gabe beſteht ja darin, dieſe Regeln ausfindig zu machen und zu begründen. 
Wenn nun auch dabei der Schüler beim Erlernen ſich meiſt paſſiv ver⸗ 
hält, indem er die Regel weder ſelbſtändig beobachtet, noch begründet, 
ſondern beides durch den Lehrer erfährt, ſo wird er doch, wenn er Regel 
und Begründung nur richtig erfaßt hat, und davon öfter Rechenſchaft 
ablegt durch Reproduktion des Erlernten, allmählich jo an dieſe Geijtes- 
thätigkeit gewöhnt, daß er bei richtiger Anleitung, gutem Willen und 
einiger Befähigung auch ſelbſtändig neue Regeln oder für bekannte neue 
Beweiſe wird ausfindig machen. Gerade bei dem erſten Unterrichte in 
der ſogenannten Buchſtabenrechnung zeigt ſich dem aufmerkſamen Lehrer 
deutlich die Lücke, welche der grammatikaliſche Unterricht läßt. Hat der 
Lehrer eine zu beweiſende Regel mitgeteilt, ſo glaubt der Schüler ſeine 
Schuldigkeit vollkommen gethan zu haben, wenn er ſich ihren Sinn klar 
gemacht hat, damit er ſie nachher richtig anwenden kann. Daß man 
aber auch noch nach einer Berechtigung zur Aufſtellung derſelben, d. h. 
nach einem Beweiſe für ihre Richtigkeit fragen kann, iſt ihm anfänglich 
ganz unbegreiflich, und was man darüber ſagt, ganz unverſtändlich, weil 
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man bisher nie etwas anderes von ihm verlangt hat, als daß er die 
Regeln, welche ihm die Grammatik in reichlicher Fülle mitteilt, recht 
klar erfaſſe und feſthalte, damit er immer wiſſe, wo er ſie anzuwenden 
habe, und weil er weiß, daß man mit der Frage „warum?“ nie etwas 
anderes von ihm wiſſen wollte, als die richtige Regel. Hat der Lehrer 
alſo einen Verſuch gemacht, den Schülern zu beweiſen, daß ab — ba 
iſt, und frägt er dann etwa in der nächſten Stunde, um zu erfahren, 
ob ſein Beweis verſtanden iſt: warum iſt ab = ba? fo werden ihm 
faſt alle Schüler antworten: „weil es einerlei iſt, welcher Faktor als 
Multiplikand, welcher als Multiplikator angeſehen wird“; oder: „weil 
man Multiplikand und Multiplikator vertauſchen darf“. Seinen Beweis 
wird ihm aber vielleicht keiner wiederholen können, weil ihnen die Frage 
nach der Richtigkeit der Regel ſelbſt ſchon ſo neu war, daß ſie ihren 
Sinn gar nicht verſtanden haben. Und von den ſchwächeren Schülern 
wird er noch Jahre lang, wenn er nach dem Grund einer Regel frägt, 
immer wieder die Regel ſelbſt ſtatt dieſes Grundes vernehmen, gerade ſo 
wie in den geometriſchen Beweiſen viele Schüler immer wieder die Be— 
hauptung ſelbſt zu ihrer Begründung herbeiziehen. 

Von dem Gewinn, den die ſ. g. Buchſtabenrechnung in dieſer Hin- 
ſicht den Lernenden bringen kann, geht freilich meiſtens ſehr viel ver- 
loren, weil man in der Regel damit beginnt, ehe die Schüler die nötige 
geiſtige Reife beſitzen, und darum der Lehrer, um nicht geradezu Danaiden— 
arbeit zu leiſten, raſch über die Begründung der Regeln hinweggeht und 
ſein Augenmerk nur auf genügende Fertigkeit in der mechaniſchen An— 
wendung der Regeln richtet, in der Hoffnung, das richtige Verſtändnis 
finde ſich ſpäter ſchon von ſelbſt — eine Hoffnung, die ſo trügeriſch iſt, 
wie das oft von oben herab empfohlene Verfahren ſelbſt nachteilig. Denn 
welchen Gewinn ſoll derjenige aus der Fähigkeit ziehen, unverſtandene 
Regeln mechaniſch ausüben zu können, der ſpäter nie in der Lage ſein 
wird, dieſe Fähigkeit zu verwerten? Und iſt etwa derjenige, dem die 
Mathematik ſpäter als Hilfswiſſenſchaft dient, mathematiſch vorgebildet, 
welcher einen Teil ihrer Regeln gedächtnismäßig erlernt hat und an— 
wenden kann, ohne fie zu verſtehen? Wenn man aber glaubt, das Ver— 
ſtändnis komme ſpäter von ſelbſt, ſo irrt man wieder; denn wer gewöhnt 
iſt, dergleichen Regeln gleich denen der Grammatik ohne Prüfung auf 
ihre Berechtigung anzuwenden, wird auch ſpäter nicht nach ihrem 
Grund fragen, und wenn er es wollte, würden ihn die Schwierigkeiten, 
die er findet, abhalten, ſelbſtändig nachzuholen, was die Schule ver- 
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ſäumt hat, ihm zur rechten Zeit und in der richtigen Methode beizu— 
bringen. 

Auch in dieſer Hinſicht zeigt ſich jedoch wieder die Geometrie als 
das ergiebigere und beſſere Bildungsmittel. Denn hier handelt es ſich 
nicht um bloße Regeln, nach denen etwas vorgeſchrieben, oder man zu 
etwas berechtigt iſt, und welche angewendet werden ſollen: man lernt 
vielmehr, daß die Figuren, welche man nach und nach kennen lernt, 
ſämtlich Eigenſchaften beſitzen, die ſich gegenſeitig bedingen, ſo daß die eine 
ſtets ſowohl Grund als Folge der andern iſt, und es handelt ſich darum: 

1. dieſe Beziehungen zwiſchen den Eigenſchaften der Figuren wahr- 
zunehmen und in der Form von Lehrſätzen richtig auszudrücken; 

2. ihre Wahrheit und allgemeine Giltigkeit einzuſehen und nach— 
zuweiſen; 

3. ſie benutzen zu lernen, ſowohl zur Ausführung vorgeſchriebener 
Konſtruktionen als zur Ausfindigmachung der metriſchen Verhältniſſe 
vorliegender Gebilde. 

Hierher gehört nun zunächſt nur die erſte dieſer Aufgaben. Wird 
dieſe mit Rückſicht auf den zu erzielenden pädagogiſchen Gewinn gelöſt, 
ſo kann der Schüler veranlaßt werden, durch Herſtellung verſchiedener 
Figuren mit beſtimmten Eigenſchaften ſelbſt zu beobachten, welche 
neue Eigenſchaften damit zugleich auftreten: er zeichne z. B. Dreiecke mit 
zwei gleichen Seiten, ſo wird er wahrnehmen, daß dieſen immer gleiche 
Winkel gegenüber liegen. Er zeichne Dreiecke mit gleichen Winkeln, ſo 
wird er wahrnehmen, daß dieſen immer gleiche Seiten gegenüberliegen. 
Er zeichne Dreiecke mit ungleichen Seiten, ſo wird er wahrnehmen, daß 
der größeren Seite auch ein größerer Winkel gegenüberliege. Er zeichne 
Dreiecke mit drei gleichen Seiten, ſo wird er wahrnehmen, daß dann 
auch die Winkel gleich werden, und zwar immer von derſelben Größe, 
wie lang auch die Seiten ſeien. Er halbiere in einem Dreieck einen 
Winkel, der von gleichen Seiten eingeſchloſſen iſt, und in einem andern 
einen von ungleichen Seiten gebildeten Winkel, ſo wird er wahrnehmen, 
daß im erſten Falle die Halbierungslinie auf der dritten Seite ſenkrecht 
ſteht und auch dieſe halbiert, was im andern Falle beides nicht zutrifft 
u. ſ. w., u. ſ. w. Man ſieht alſo, daß in der elementaren Geometrie 
eine ganze Fülle von Material vorliegt, an dem der Schüler lernen 
kann, 1. ſelbſtändig beobachten, 2. das ſelbſtändig beobachtete in Form 
eines Satzes richtig auszudrücken. 
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ad 3. 


Es iſt natürlich, daß ich, um nun zu zeigen, inwiefern die Ma- 
thematik den Schüler befähige, nachdenken zu lernen, mit der Geometrie 
beginne, weil ich ſo nur den Faden da wieder aufzunehmen habe, wo 
ich ihn ſoeben verlaſſen. Hat der Schüler an einer oder mehreren Fi— 
guren gleicher Art erkannt, wie irgend eine Eigenſchaft derſelben mit 
einer andern verbunden iſt, ſo wird er in einigen Fällen, wo ſchon die 
bloße Anſchauung die unmittelbare Einſicht in die Notwendigkeit und da— 
mit in die Allgemeinheit dieſer Verbindung gewährt, ſich bei der ge— 
machten Wahrnehmung beruhigen, während er bei andern, wo der innere 
Zuſammenhang nicht fo offen daliegt, einerſeits nach einem Erkenntnis— 
grunde fragen wird, der ihm von der Notwendigkeit und Allgemeinheit der 
gemachten Wahrheit Gewißheit giebt, andererſeits aber auch nach einem 
Sachgrund, der ihm den inneren Zuſammenhang darlegt, und ihm dadurch 
die wirkliche Einſicht in dieſe Notwendigkeit gewährt. Wem es nur 
zu thun iſt, ſein Wiſſen zu vermehren, der wird ſich ſchon begnügen, 
wenn er die nötige Gewißheit erlangt hat, während tiefere Naturen, die 
nach Einſicht ſtreben und ihren Blick auf den Zuſammenhang gerichtet 
haben, der die Dinge und auch ihre Eigenſchaften verkettet, einen unan— 
genehmen Eindruck empfangen, wenn ſie bloß durch einen Erkenntnis— 
grund überführt werden, wo ſie durch einen Sachgrund überzeugt ſein 
wollten. Soll mithin der geometriſche Unterricht auch dieſe Schüler zum 
Nachdenken anregen, ſo muß der Unterricht ſo erteilt werden, daß beim 
Beweiſe der Lehrſätze weniger Gewicht auf die Nachweiſung der 
Wahrheit gelegt wird, als vielmehr auf die Darlegung der Ge— 
ſetze, aus denen ſich die wahrgenommene Beziehung ſachge— 
mäß ergiebt. 

Als großen Irrtum, der immer noch ſehr allgemeine Verbreitung, 
ſowohl unter Mathematikern wie unter Nichtmathematikern hat, obwohl 
er doch oft genug aufgedeckt worden iſt, muß ich jedoch wiederholt und 
mit Nachdruck die Anſicht bezeichnen, daß der Bildungswert der Geometrie 
weſentlich in ihren Beweiſen liege, durch die der Schüler veranlaßt 
werde, ſtreng logiſch zu ſchließen, und dadurch folgerichtig zu denken, ſo— 
daß alſo die Geometrie gewiſſermaßen als praktiſche Logik erſcheine. 
Nun iſt allerdings richtig: Wenn man irgend eine Behauptung beweiſen 
will, ſo iſt es vor allem nötig, daß man die eigentliche Behauptung 
von dem, was man als bekannt vorausſetzt, klar ſcheidet, und dann den 
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Weg ſucht, der von dem Vorausgeſetzten ausgehend durch eine Reihe 
richtiger Schlüſſe zur Behauptung führt; und inſofern man bei den 
geometriſchen Beweiſen die Euklidſche Form beibehält, gewöhnt man ſich 
daran, ſo oft man etwas beweiſen will, Vorausſetzung und Behauptung 
ſtreng zu unterſcheiden. Das iſt allerdings ein nicht zu leugnender Ge— 
winn, der dem Schüler verbleibt, wenn er ſeinen Kurſus elementarer 
Geometrie nach Euklids Methode mit Erfolg abſolviert hat. Aber damit 
wird es dann auch ſein Bewenden haben. Denn will er nun irgend 
etwas beweiſen, was nicht in das Gebiet der Geometrie gehört, ſo wird 
er zwar leicht Vorausſetzung und Behauptung präziſieren und auseinander 
zu halten verſtehen. Iſt ihm aber das gelungen, ſo hilft ihm ſein ganzer 
Euklides mitſamt allen ſeinen Mauſefallebeweiſen nicht das allermindeſte, 
um auch nur einen einzigen Schritt vorwärts zu kommen, und er wird 
finden, daß das Verfahren, das er jetzt einzuſchlagen hat, von dem, das 
er bisher geübt faſt toto genere verſchieden iſt. 

In der Geometrie iſt das Verfahren das folgende: Fügt man zu 
der Vorausſetzung alle bereits bekannten und erwieſenen Sätze, jo han- 
delt es ſich zunächſt darum, zwei dieſer Sätze ſo zu verbinden, daß ſie 
als Ober- und Unterſatz zu einem Schluß führen; zu dem gewonnenen 
neuen Satz muß man ebenſo wieder einen andern unter den bekannten 
herbeiziehen, um daraus wieder einen neuen Schluß zu ziehen, u. ſ. f. 
bis man zuletzt die Behauptung als Schluß erhält. Das gelingt nun in 
einigen beſonders günſtigen Fällen wirklich. Z. B. Es ſei zu beweiſen: 
„Ein Parallelogramm, deſſen Diagonalen gleich groß ſind, iſt ein Rechteck“. 
Es ſeien vorher bewieſen die Sätze: „In einem Rechtecke find die Diago- 
nalen gleich groß“, und „In einem ſchiefwinkeligen Parallelogramme iſt 
die den ſtumpfen Winkeln gegenüberliegende Diagonale die größere“. 
Der Beweis wird nun ſein: Hat ein Parallelogramm gleiche Diagonalen, 
ſo kann es nicht ſchiefwinkelig ſein, weil in einem ſolchen die Diagonalen 
ungleich ſind. Da aber ein Parallelogramm entweder ſchiefwinkelig oder 
rechtwinkelig ſein muß, ſo kann es mithin nur rechtwinkelig ſein. 

Oder, um ein Beiſpiel mit längerer Schlußkette zu geben, ſei zu 
beweiſen: 

„Ein Viereck iſt ein Quadrat, wenn es gleich große, aufeinander 
ſenkrechte und einander halbierende Diagonalen hat“. 

Sind vorhergegangen die Sätze: 

„Ein Viereck iſt ein Parallelogramm, wenn feine Diagonalen ein- 
ander halbieren; ein Parallelogramm iſt ein Rechteck, wenn es gleiche 
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Diagonalen hat; ein Parallelogramm iſt ein Rhombus, wenn feine 
Diagonalen aufeinander ſenkrecht ſtehen“. Stützt man ſich ferner auf 
die Definition: „Ein Quadrat iſt ein gleichſeitiges und gleichwinkeliges 
Viereck“ (alſo ein rechtwinkeliger Rhombus oder ein gleichſeitiges Recht⸗ 
eck); ſo hat man den Beweis: 

„Aus der Vorausſetzung, daß die Diagonalen einander halbieren, 
und dem erſten obiger Sätze folgt, daß das Viereck ein Parallelogramm 
iſt; hieraus und aus der Gleichheit der Diagonalen folgt mit Rückſicht 
auf den zweiten Satz, daß es ein Rechteck iſt. Da es aber ein Parallelo- 
gramm iſt und die Diagonalen aufeinander ſenkrecht ſtehen, ſo iſt es 
nach dem dritten Satze auch ein Rhombus, und mithin nach der Defini⸗ 
tion ein Quadrat“. 

Beſteht der Beweis lediglich in einer ſolchen Schlußkette, wie ſie 
hier vorgeführt, jo kann er allerdings als Vorübung für ähnliche Schluß⸗ 
reihen gelten, die auch in anderen Gebieten vorkommen können. Was 
iſt aber in jedem ſolchen Falle bewieſen? Gar nichts, als daß ein vor- 
gelegtes Objekt einem durch feine Definition gegebenen Begriffe jubordi- 
niert iſt, weil es dieſer Definition entſpricht, zwar nicht explicite aber 
doch implicite. Und inſofern kann ein zukünftiger Juriſt oder Mediziner 
in dergleichen Beweiſen, wenn er ſie ſelbſtändig ausführt, eine Vorübung 
ſehen für das, was er in ſeinem ſpäteren Berufe zu thun hat, wenn 
er entſcheiden ſoll, welcher Rechtsfall, beziehungsweiſe, welche Krankheit 
vorliegt. 

Aber wo giebt die Geometrie wirklich Gelegenheit zu ſolchen 
Schlüſſen und Schlußreihen? Man blättere irgend eines der gebräuch— 
licheren Lehrbücher durch, um danach zu ſuchen: es wird meiſtens ganz 
vergeblich ſein. Wenn ich gleichwohl, weniger in meinem Lehrbuche als 
bei meinem Unterrichte, häufig ſolche Schlußreihen vorbringe, ſo hat dies 
vielleicht ſeinen Grund darin, daß ich ſeiner Zeit unter der Leitung des 
Herrn Prof. Ihering an Girtanners Rechtsfällen dieſe Art zu ſchließen 
geübt habe. 

Nur, wenn in einer Reihe von Urteilen einem Objekte implicite 
alle diejenigen Merkmale zugeſchrieben ſind, durch welche es einem be— 
ſtimmten Begriffe ſubſumiert wird, läßt ſich durch bloßes Schließen die 
Übereinſtimmung zwiſchen dem ſo beſtimmten und dem durch Definition 
gegebenen Begriffe darthun. D. h. durch bloßes Schließen erfährt man 
nichts, was nicht ſchon in den Sätzen, aus denen man die Schlüſſe ge- 
zogen hatte, enthalten war, alſo nichts Neues. Das iſt eine alte Sache, 
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und unſer großer Kant hat fie für jeden, der richtig leſen kann und 
will, bereits vor mehr als hundert Jahren klar und unzweifelhaft darge⸗ 
than. Da aber die Geometrie uns ſehr viel Neues lehrt, ſo iſt es klar, 
daß in ihr ſolche Schlußketten, durch welche wir in Stand geſetzt wer- 
den, richtig zu urteilen, nur ausnahmsweiſe vorkommen. Denn die 
Geometrie iſt, wie Kant erwieſen hat, keine Wiſſenſchaft aus Begriffen, 
ſondern aus der Konſtruktion von Begriffen. 

In allen Fällen, wo ein Lehrſatz nicht eine bloße Folgerung anderer 
ſchon bekannter Lehrſätze iſt, es alſo nur darauf ankommt, zu zeigen, 
daß und warum dieſe ihn eigentlich ſchon enthalten, bedarf es zunächſt 
der Darſtellung einer Figur, welche die Vorausſetzung enthält, und 
dann des Herbeiziehens von Hilfslinien oder anderer Erweiterungen dieſer 
Figur, durch welche es erſt möglich iſt an dem einzelnen anſchaulich vor- 
liegenden Objekte neue Beziehungen wahrzunehmen, auf die man durch 
bloßes Schließen niemals gekommen wäre, die aber in Verbindung mit 
der Vorausſetzung eine mit der Behauptung endigende Schlußkette erſt 
möglich machen. 

Handelt es ſich z. B. um den Lehrſatz: „In einem Parallelogramme 
ſind die einander gegenüberliegenden Seiten einander gleich“; ſo wird man 
durch bloßes Schließen aus dem Vorausgeſetzten und dem Bekannten nie- 
mals auf die Behauptung geführt werden. Denn daraus folgt nur, daß je 
zwei benachbarte Winkel Supplemente ſind, als innere Gegenwinkel zweier 
Parallelen mit einer dritten Geraden; woraus dann wieder, auf Grund 
des Satzes, daß zwei Größen, die mit einer dritten gleich viel ausmachen, 
ſelbſt gleich ſein müſſen, die Gleichheit je zweier gegenüberliegenden 
Winkel folgt. Aber auf die Gleichheit der Seiten führt kein Schluß, 
man mag überlegen, ſo viel man will. Erſt, wenn man eine Diagonale 
zieht, die doch nicht zu dem Begriffe des Parallelogrammes gehört, und 
dann wahrnimmt, daß die dadurch entſtehenden Dreiecke, wegen der Gleich— 
heit der Wechſelwinkel an Parallelen in der Diagonale als gemeinſamer 
Seite und den anliegenden Winkeln übereinſtimmen, erhält man das 
Material, das zu dem verlangten Schluſſe führt. 

Dieſes Herbeiziehen von Hilfslinien iſt aber weitaus das Wichtigſte 
an jedem ſolchen geometriſchen Beweiſe, und eben das, wodurch die gev- 
metriſche Beweismethode als eine ganz eigentümliche charakteriſiert wird, 
die in keinem andern Gebiete Anwendung finden kann. Geometriſche 
Beweiſe wird derjenige leicht faſſen und auch ſelbſtändig auffinden, der 
fi hinreichend geübt hat, in vorliegenden Figuren diejenigen Abhängig⸗ 
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keitsgeſetze wahrzunehmen, durch welche deren einzelne Bejtimmungs- 
ſtücke ſich gegenſeitig bedingen; der ſich alſo bei jeder Figur der ihm 
darüber bekannten Lehrſätze erinnert: wenn er zugleich gelernt hat, aus 
gegebenen Prämiſſen die richtigen Schlüſſe zu ziehen und Erfindungs- 
gabe genug beſitzt, um die vorliegende Figur durch Herbeiziehung der 
richtigen Hilfslinien ſo zu erweitern, daß ſie ihm das Material zu ſeiner 
Schlußkette liefert. 

Wer ſeinen Kurſus elementarer Geometrie mit Erfolg durchgemacht 
und nicht bloß eine Anzahl komplizierter geometriſcher Beweiſe verſtanden 
und behalten, ſondern auch oft und mit Erfolg verſucht hat, ſelbſtändig 
neue Beweiſe für bekannte oder neue Sätze ausfindig zu machen, wird 
hinreichend befähigt ſein — um ſeine weiteren geometriſchen Studien 
mit gleichem Erfolge fortzuſetzen. Wagt er ſich aber auf irgend ein 
anderes, der Geometrie fremdes Gebiet, wo er weder Konſtruktionen, 
noch ſeine ihm bekannten geometriſchen Lehrſätze in Anwendung zu bringen 
vermag, ſo wird er ebenſo wenig ausrichten können als einer, der von 
Geometrie gar nichts verſteht. Er hat nur den Vorteil, daß er viel— 
leicht ſchneller den Schluß wird ziehen können, wenn man ihm die Prä⸗ 
miſſen giebt, oder auch leichter imſtande ſein wird, die Übereinſtimmung 
eines durch die nötigen Merkmale beſtimmten Begriffes mit ſeiner Defi⸗ 
nation durch eine Schlußreihe nachzuweiſen, ſobald er die dazu nötigen 
Kenntniſſe beſitzt. Er wird ſich aber bald überzeugen, daß damit ſehr 
wenig gewonnen iſt, da bei allen Unterſuchungen das Wichtigere und 
Schwierigere in dem Auffinden der Prämiſſen beſteht, die zu einem 
Schluſſe führen, nicht in dem Ziehen des Schluſſes aus dieſen Prämiſſen, 
daß es alſo weſentlich nur darauf ankomme, richtig zu beobachten 
und das Beobachtete in richtigen Urteilen feſtzuhalten, und die überall 
ſich darbietenden Quellen von Irrtümern zu vermeiden. 

Die meiſten Irrtümer entſtehen aber nicht durch falſche Schlüſſe 
aus richtigen Prämiſſen, ſondern durch richtige Schlüſſe aus falſchen 
Prämiſſen, und demnach iſt das Urteil, welches als Prämiſſe dient 
und die dazu erforderliche richtige Beobachtung, nicht der Schluß die 
Hauptſache bei einer Gedankenverbindung. Nun iſt aber das Material 
der Geometrie ein ſolches, daß bei einiger Aufmerkſamkeit Irrtümer faſt 
ausgeſchloſſen ſind, und Hamilton hat darum nicht ganz unrecht, wenn 
er das Studium des Euklides als Vorübung im richtigen Denken damit 
vergleicht, daß einer ſchwimmen lernen wollte durch Vorübungen in einer 
Wanne mit Queckſilber, in der das Unterſinken unmöglich iſt. 
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Dazu kommt noch ein anderer Umſtand, den ich am beiten an dem 
eingangs erwähnten Beiſpiele klar machen kann. Handelt es ſich um den 
Satz, daß im Parallelogramme die gegenüberliegenden Seiten gleich groß 
ſind, ſo iſt es nötig, daß man ein Parallelogramm ſich vorſtelle, um 
darin die Diagonale zu ziehen und die Kongruenz der dadurch erhaltenen 
Dreiecke zu erkennen. Greift man nun aber einmal zur Anſchauung, 
ſo lehrt dieſe auch ſofort unmittelbar, daß Parallele zwiſchen Parallelen 
immer gleich ſind, weil die Länge einer Strecke zwiſchen einem Punkt 
und einer Geraden nur von ihrer Neigung gegen dieſe und von dem 
Abſtand zwiſchen Punkt und Gerade abhängt, und weil die bloße An⸗ 
ſchauung uns ſofort vollkommen überzeugt, daß ein Punkt eine Parallele 
zu einer Geraden beſchreibt, wenn er ſich in der Ebene fortbewegt, ohne 
ſeinen Abſtand von der Geraden zu ändern. 

Jeder unbefangene und klar ſehende Schüler, dem man dieſen Satz 
beweiſen will, wird dieſen Beweis darum für überflüſſig halten, und da 
dergleichen Sätze, die auch ohne Beweis einleuchten und gleichwohl zum 
Teil ſogar mit ſehr komplizierten Mauſefallebeweiſen den Schülern 
bewieſen werden, ſehr groß iſt, ſo wird gerade bei den Schülern, welche 
mit einem guten Anſchauungsvermögen begabt ſind, die Geometrie als 
eine ganz unnütze Quälerei erſcheinen; ein Grund, der es vielen Lehrern 
der Geometrie ſehr ſchwer macht, die ſo nötige Aufmerkſamkeit der 
Schüler zu erzwingen, und auch ein Grund, warum vielen dieſer Unter⸗ 
richt ſo widerwärtig iſt, und ein Grund mehr, warum die Geometrie 
als Vorübung zu folgerichtigem Nachdenken von ſehr fraglichem Werte 
ſein dürfte, wenn man den Hauptwert auf die Beweiſe legt. 

Ganz anders geſtaltet ſich jedoch die Sache, wenn man das größere 
Gewicht auf die Anwendung der erlernten Sätze zur Löſung geome— 
triſcher Konſtruktionsaufgaben und zu geometriſchen Berechnungen legt, 
und dieſe Probleme ſo wählt, daß der Schüler dabei möglichſt ſelbſtthätig 
ſein kann. An Gelegenheit zu Irrtümern der verſchiedenſten Art wird 
es ihm da nicht fehlen, und unter richtiger Anleitung wird er nach und 
nach lernen, ſorgfältiger zu beobachten, richtiger zu ſondern und zu ord— 
nen, zu vergleichen und zu kombinieren, vorſichtig zu urteilen u. ſ. w. 
D. h. er wird alle die geiſtigen Thätigkeiten üben und ausbilden, die 
eben das ausmachen, was man nachdenken nennt. Die poſitiven Kennt⸗ 
niſſe freilich, ohne die alles Nachdenken erfolglos iſt, muß er ſich na⸗ 
türlich immer erſt neu erwerben, ſobald er auf ein anderes Gebiet 
übergeht. 
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Aber auch als die einzige Wiſſenſchaft, die neben der Phyſik im 
Gymnaſium mit einer wenigſtens relativen Vollſtändigkeit abſolviert werden 
kann, iſt die elementare Geometrie für die Schüler des Gymnaſiums 
von bleibendem Werte, wenn die Behandlung wirklich eine wiſſenſchaft⸗ 
liche iſt, der Schüler alſo in ihr ein Beiſpiel erhält, wie ein Gegenſtand 
wiſſenſchaftlich behandelt werden ſoll. „Wiſſenſchaft“ aber, ſagt Schopen⸗ 
hauer, „bedeutet ein Syſtem von Erkenntniſſen, d. h. ein Ganzes von 
verknüpften Erkenntniſſen, im Gegenſatze des bloßen Aggregats“ — und 
„die Vollkommenheit einer Wiſſenſchaft als ſolcher, d. h. der Form nach, 
beſteht darin, daß jo viel wie möglich Subordination und wenig Coor⸗ 
dination der Sätze ſei.“ Dieſen Vorzug beſitzt nun die alte Euklidſche 
Geometrie keineswegs. Denn die ganze Verbindung, in welcher die 
Sätze Euklids zueinander ſtehen, beſteht darin, daß bei den Beweiſen der 
folgenden die früheren vorausgeſetzt werden, was aber von dem, was man 
Subordination der Sätze im wiſſenſchaftlichen Sinne nennt, ſehr weſent⸗ 
lich verſchieden iſt. 

Inzwiſchen hat uns jedoch Steiner den Weg gezeigt, wie auch die 
Geometrie ganz in dem Sinne Schopenhauers (obgleich er denſelben 
nicht kennt) zu einer vollkommenen Wiſſenſchaft werden kann, ohne von 
der Strenge Euklids etwas einzubüßen, und auch ohne der Anſchaulichkeit 
Abbruch zu thun. 

In meiner als Anhang beigefügten Programmabhandlung „zur Re— 
form des geometriſchen Unterrichts“ glaube ich gezeigt zu haben, daß und 
inwiefern die Form, welche ich der Geometrie in meinem Lehrbuche ges 
geben habe, den Forderungen Steiners vollkommen entſpricht, ohne daß 
ich nötig hatte, die Geometrie in projektiviſche zu verwandeln, ja ohne 
überhaupt ſehr viel Neues und Eignes hinzuzuthun. Es iſt überhaupt 
nicht einzuſehen, warum nicht auch die Geometrie des Maßes und der 
Form für ſich allein einer ächt wiſſenſchaftlichen Behandlung fähig ſein 
ſoll, und warum es zu dem Zweck nötig wäre, ſie gleich anfangs mit 
der projektiviſchen Verwandtſchaftslehre zu verquicken, wodurch nur die 
Fülle des Stoffes in einer Weiſe vermehrt wird, daß eine Verwirrung 
der Begriffe bei den Schülern, namentlich im Anfange, unvermeidlich. 

Was nun die Arithmetik betrifft, ſo dürfte durch ihr Studium 
die Fähigkeit des Nachdenkens umſomehr gefördert werden, je mehr man 
beim Unterrichte Gewicht darauf legt, daß der Schüler 

1. die Regeln, die er übt und anwendet, auch begreift und ihren 
Zuſammenhang darlegen kann; 
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2. daß er möglichſt viel Gelegenheit erhalte, die erlernten Regeln 
praktiſch, alſo zur Löſung von Textaufgaben aus Geometrie und Phyſik, 
ſowie aus dem gewöhnlichen Leben anzuwenden. Nur ſeien dieſe Auf» 
gaben keine förmlichen Rätſelaufgaben und Kunſtſtücke, ſondern ſolche, 
die der Schüler ohne Anleitung ſelbſtändig durch eigenes Nachdenken 
löſen kann. 


II. 


Welchen Wert das mathematiſche Wiſſen und Können als ſolches 
beſitzt, iſt leichter darzuthun und weniger beſtritten. Dennoch ſind die— 
jenigen, welche z. B. ein bayriſches Gymnaſium durchgemacht haben, wo 
die Naturwiſſenſchaften auf dem Lehrplane faſt ganz fehlen, und die 
mathematiſche Geographie faſt die einzige Disziplin iſt, in der die Ma⸗ 
thematik zur Anwendung kommt, leicht geneigt, der Mathematik außer 
ihrem angeblichen Werte für die formale Bildung (und der iſt oft ein 
ſehr geringer) allen realen Wert abzuſprechen. In der That kann man 
ja ein ganz guter Juriſt, Theologe, Philologe, Hiſtoriker, Aſthetiker u. dgl. 
werden, ohne von den Geſetzen, welche die Natur beherrſchen, etwas zu 
kennen, und ohne von den vielen Einrichtungen des täglichen Lebens, die 
aus der Kenntnis und Benutzung dieſer Geſetze und der Anwendung der 
Mathematik hervorgegangen ſind, irgend etwas zu verſtehen. „Man kann 
ja doch nicht alles wiſſen“, ſagte mir ein bayriſcher Theologe, „warum 
ſoll man alſo gerade Phyſik, Chemie u. dgl. lernen?“ So gut ich mir 
eine Speiſe munden laſſe, ohne mich um ihre Zubereitung zu bekümmern, 
oder mich der Kleider und Möbel und alles Komforts bediene, ohne mich 
darum zu erkundigen, wie das alles hergeſtellt wird, und woher es kommt: 
ebenſo gut kann ich freilich mich auch des Telegraphen und der Eiſenbahn, 
des elektriſchen Lichtes und der Gasbeleuchtung, meiner Augen und Ohren 
und der fie unterſtützenden Inſtrumente ꝛc. bedienen, ohne darüber be> 
lehrt zu ſein, worauf die Wirkſamkeit aller dieſer Erfindungen und Ein⸗ 
richtungen beruht. Und wenn man dabei vollends in Amt und Würde 
iſt, und im Bewußtſein ſeiner klaſſiſchen Bildung auf den blos realiſtiſch 
gebildeten Techniker ſtolz herabſieht, warum ſollte man da eine Lücke 
in ſeinem Wiſſen fühlen oder in dieſer Lücke eine Schwäche erkennen? 

Wer freilich auf dieſem Standpunkte ſteht, und den für hoch ge⸗ 
bildet hält, der zwar mit Sprachen, Schriften, Gebräuchen und Sitten 
des klaſſiſchen Altertums vertraut iſt, aber in dem, was ihn ſelbſt täglich 
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umgiebt, ein völliger Fremdling, der von den Ergebniſſen der die Natur 
erforſchenden Wiſſenſchaften ſo wenig ſich angeeignet hat, daß er jedem 
Kurpfuſcher und Schwindler, jedem Irrtum und Aberglauben wehrlos 
preisgegeben iſt, der wird nur konſequent fein, wenn er mit den Natur- 
wiſſenſchaften auch gleich die Mathematik aus dem Gymnaſium hinaus⸗ 
wirft; denn was ſie an ſachlichem Inhalt uns liefert, iſt viel weniger 
wiſſenswert als was uns die Naturwiſſenſchaften lehren, und der Ge— 
winn für die formale Bildung kann kaum in Frage kommen, wenn man 
bedenkt, daß jede Wiſſenſchaft ihre eigene Methode hat und die Mathe- 
matik direkt nur den exakten Naturwiſſenſchaften vorarbeitet. Thatſächlich 
iſt es doch ſicher, daß der Erfolg in der Mathematik beim Studium 
aller ſ. g. Geiſteswiſſenſchaften ganz irrelevant iſt, und oft der die beſten 
Fortſchritte macht, an dem der Mathematiker gänzlich verzweifelte, und 
umgekehrt der beſte Mathematiker hinter andern oft ſehr zurückſteht, 
wenn es ſich z. B. um Geſchichtsforſchung und ähnliche Disziplinen handelt. 

Will man aber, daß der Abiturient des Gymnaſiums nicht bloß die 
Reife erlangt hat, die unbedingt notwendig iſt, um das Studium der 
erwählten Berufswiſſenſchaft mit Erfolg in Angriff nehmen zu können, 
ſondern verlangt man von ihm, daß er, ehe er zum ſpeziellen Berufs— 
ſtudium übergeht, ſich ſo viel reales Wiſſen und Können angeeignet 
hat, als unbedingt nötig iſt, um den gegenwärtigen Stand unſerer Kul- 
tur einigermaßen zu verſtehen, und ſich ſelbſt leicht weitere Belehrung 
verſchaffen zu können, wo ein eingehenderes Wiſſen ihm wünſchenswert 
oder notwendig erſcheint, ſo wird man die Beibehaltung reſp. Einführung 
ſowohl der Naturwiſſenſchaften (natürlich nicht in ihrer ganzen Aus- 
dehnung) als der Mathematik, und der letzteren mehr noch als Hilfs— 
wiſſenſchaft für die Phyſik und andere Disziplinen als wegen ihres 
Wertes für die formale Bildung befürworten müſſen. Ihr eigener 
Wiſſensgehalt kommt erſt in dritter Linie in Betracht, denn was ſie 
lehrt, iſt ſeiner ſelbſt wegen nur dem Mathematiker von Intereſſe; 
jeden anderen intereſſirt es nur, inſofern es mit anderem Wiſſen in Ver⸗ 
bindung gebracht, darauf angewendet wird, oder inſofern man daraus 
einen praktiſchen Nutzen ziehen kann. 

Dennoch gewinnen einzelne Partieen derſelben auch für ſich ſelbſt 
ein Intereſſe, indem ſie erfreuen durch den klaren wiſſenſchaftlichen Zu⸗ 
ſammenhang ihrer einzelnen Erkenntniſſe und dadurch als Vorbild dienen 
können für die wiſſenſchaftliche Bearbeitung anderer Gegenſtände. In 
dieſer Hinſicht zeichnet ſich ganz beſonders die durch Steiner, Poncelet, 
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Chasles, von Staudt u. a. zu dem höchſten Grad der Vollkommenheit 
gebrachte projektiviſche Geometrie (Geometrie der Lage) aus, neben der 
die ganz unwiſſenſchaftliche Form der alten Euklidſchen Geometrie ſo 
recht grell hervortritt. 

Weil nun die reiferen Schüler, welche dieſe Disziplinen ſtudieren, 
mit viel mehr Freudigkeit und raſcherem Erfolge darin arbeiten, ins⸗ 
beſondere auch, namentlich wenn die Scheidung zwiſchen Planimetrie und 
Stereometrie von Anfang an fallen gelaſſen wird, ihren Formenſinn und 
ihr räumliches Anſchauungsvermögen dabei weit beſſer ausbilden, als 
bei den zeitraubenden, ermüdenden und leicht zu vergeſſenden Euklidſchen 
Beweiſen oder den weitläuftigen Rechnungen der analytiſchen Geometrie, 
ſo iſt in neuerer Zeit vielfach das Beſtreben zu Tage getreten, dieſe 
Disziplin und ihre Methode in das Gymnaſium einzuführen und die 
alte Geometrie, ſo weit ſie ſich nicht in projektiviſche umwandeln läßt, 
ſo viel wie möglich zu verdrängen. Dabei pflegt man aber zu vergeſſen, 
daß bei allen Vorzügen der wiſſenſchaftlichen Form der reale 
Inhalt dieſer Disziplin ein ganz gleichgültiger iſt, und daß 
auch ihr praktiſcher Nutzen ein ſehr einſeitiger. 

Was liegt daran, ob dieſe Punkte auf einer Geraden, einem Kreiſe 
oder einem Kegelſchnitte liegen, oder jene Geraden durch einen Punkt 
gehen oder einen Kreis oder Kegelſchnitt berühren? Welches Intereſſe 
bieten ferner die verſchiedenen ſ. g. verwandtſchaftlichen Beziehungen, 
welche man zwiſchen verſchiedenen Figuren herſtellen kann und der Lagen, 
in welche dieſelben zu einander gebracht werden können für denjenigen, 
den nicht ſein Beruf oder beſondere Liebhaberei auf dergleichen führt? 
Anderes erfährt man aber nicht aus der projektiviſchen Geometrie, und 
Nutzen ziehen daraus nur Ingenieur und Mechaniker. Jeder andere 
hätte alſo als Gewinn aus dieſem Studium nichts als eine etwas grö— 
ßere Fertigkeit in der Darſtellung von Kegelſchnitten und vielleicht ein 
etwas mehr ausgebildetes räumliches Vorſtellungsvermögen. Dieſer Ge- 
winn ſteht aber in keinem Verhältniſſe zu dem dazu nötigen Aufwande 
von Fleiß und Kraft, namentlich, wenn deshalb andere, nützlichere Dis⸗ 
ziplinen gekürzt werden ſollen. 

Die Fanatiker der projektiviſchen Geometrie vergeſſen dabei ferner, 
daß die Geometrie des Maßes und der Form, welche nicht bloß ihres 
Inhaltes wegen ein weit wichtigeres Hilfsmittel für die Phyſik iſt, ſon⸗ 
dern auch ein viel reicheres Material liefert für das eigene Nachdenken 
des Schülers, zwar manche Berührungspunkte mit der Geometrie der 
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Lage hat, im Ganzen aber davon vollſtändig unabhängig iſt und dieſer 
alſo nicht untergeordnet werden kann, ohne daß man ihr Gewalt anthue; 
daß man alſo nicht das vergebliche Unternehmen verſuchen 
ſoll, zu vereinigen, was nicht zuſammengehört, ſtatt den Prin— 
zipien nachzuforſchen, nach welchen auch die Geometrie des 
Maßes und der Form in einer Weiſe entwickelt werden kann, 
die ſie als Wiſſenſchaft auf die gleiche Stufe der Vollkommen— 
heit bringt, den die Geometrie der Lage erreicht hat. 


III. 


Faſſen wir das Ergebnis der beiden vorhergehenden Abſchnitte zu— 
ſammen, ſo wird es ſich in der folgenden Weiſe formulieren laſſen: 

1. Der Wert des Studiums der Mathematik für die formale 
Geiſtesbildung zeigt ſich nach vier Richtungen: 

a) Sie trägt dazu bei, unſer räumliches Anſchauungsvermögen 
auszubilden (gilt weſentlich von der Stereometrie). 

b) Sie liefert reichliches Material, an dem der Schüler lernen 
kann, ſelbſtändig Begriffe zu bilden, Beobachtungen zu machen, und 
aus beobachteten Einzelfällen allgemeine Regeln zu abſtrahieren. 

c) An ihren Beweiſen übt der Schüler die Fähigkeit, Voraus- 
ſetzung und Behauptung ſtreng zu ſcheiden und zu formulieren und aus 
gegebenen Prämiſſen den richtigen Schluß zu ziehen. 

d) Ihre Probleme bieten ein reiches Material zum eigenen und 
ſelbſtändigen Nachdenken. 

Dieſer Gewinn läßt ſich zwar mehr oder weniger auch aus anderen 
Disziplinen, ganz beſonders aus den Naturwiſſenſchaften ziehen. Das 
Material der Mathematik hat aber vor jedem anderen den Vorzug, daß 
es immer zur Verfügung ſteht und meiſtens leichter zu überſehen iſt, 
darum alſo das geeignetſte für die allmähliche Ausbildung dieſer Geiftes- 
thätigkeiten. 

2. Das Studium der Naturwiſſenſchaften, insbeſondere der inſtruk— 
tivſten und wichtigſten Zweige derſelben, ſetzt mehr oder weniger mathe— 
matiſche Kenntniſſe und Fertigkeiten voraus, und wird alſo erſt zugänglich, 
wenn mathematiſche Studien vorhergegangen ſind. 

3. Der reale Wiſſensgehalt, den uns die Mathematik bietet, iſt 
zwar an und für ſich für jeden Nichtmathematiker von geringem Intereſſe, 
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und Sonne etwas eingehender kennen gelernt haben, als dies z. B. ge⸗ 
genwärtig in einem Teile unſerer badiſchen Gymnaſien möglich iſt, wo 
die „mathematiſche Geographie“ vor der Mathematik gelehrt wird, alſo 
unmöglich mathematiſche Geographie ſein kann. Mir erſcheint etwa 
die Ausdehnung und Auswahl des phyſikaliſchen Lehrſtoffs, wie fie Joch 
mann giebt, für die Gymnaſien die geeignete, und dürfte nur ein kurzer 
Abriß der anorganiſchen Chemie beigefügt werden. Nur iſt bei der jetzi— 
gen Einrichtung in vielen Gymnaſien, die den wiſſenſchaftlichen Unterricht 
in der Phyſik auf zwei wöchentliche Stunden in den beiden oberſten 
Jahreskurſen beſchränkt, kaum die Hälfte dieſes Stoffes zu bewältigen, 
und es wäre deshalb zu wünſchen, daß die ſeit einigen Jahren den ba— 
diſchen Gymnaſien ins Belieben geſtellte Anderung eine allgemeine würde, 
wonach der naturgeſchichtliche Unterricht in der Tertia abgeſchloſſen und 
der phyſikaliſche in der Sekunda begonnen wird. Bei dieſer Einrichtung 
empfiehlt es ſich dann wieder, in der Sekunda diejenigen Partieen zu 
behandeln, welche der Beihilfe der Mathematik mehr entbehren können, 
alſo auch die Prinzipien der Chemie, die mehr mathematiſchen Partieen 
ſowie die mathematiſche Geographie und die Anfangsgründe der popu— 
lären Aſtronomie (etwa ſo weit ſie Jochmann vorträgt) der Prima zu 
überweiſen, auf deren Lehrplan auch die Anthropologie eine paſſendere 
Stellung hätte als auf dem der Oberſekunda. (Dagegegen würde ich 
die einſtündige Logik und ſ. g. Pſychologie auf dem Lehrplane der Prima 
gerne vermiſſen.) Bei allen dieſen Disziplinen dürfte der Grundſatz 
maßgebend fein: es kommt im Gymnaſium nicht auf vollſtändige Be- 
gründung und Durchführung phyſikaliſcher Theorien an, ſondern nur 
auf klare Darlegung der Erſcheinungen und Geſetze ſelbſt, und zwar 
mit dem Zwecke, daß der Lernende dadurch verſtehen lerne, was er 
täglich ſieht und ſelber thut. Demnach ſollten alle ſehr allgemeinen Un— 
terſuchungen, und insbeſondere ſolche, die höhere Mathematik beanſpruchen, 
ferne bleiben; auch ſolche Gebiete, die ohne Herbeiziehung ſchwieriger 
Theorien und Rechnungen nicht verſtändlich ſind, wie die doppelte 
Strahlenbrechung und verwandte Erſcheinungen, dürften nur beiläufig 
erwähnt werden, als Gebiete, die dem Spezialſtudium überlaſſen bleiben 
müſſen. 

Aber, wenn man hier auch weiſes Maß hält, ſo kann man doch 
z. B. ſchon die Erſcheinung der Lichtbrechung und die darauf beruhenden 
wichtigen Inſtrumente nicht eigentlich verſtehen, ohne eingehende mathe- 
matiſche Erörterungen, und dasſelbe gilt von den Geſetzen der Mechanik, 
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wenn man auch allgemeine Erörterungen möglichſt ausſchließt. Der Kun⸗ 
dige wird darum zugeben, daß dem Studium dieſer Disziplinen min⸗ 
deſtens vorhergegangen ſein müſſen: die gewöhnliche Planimetrie, die 
ebene Trigonometrie, Kenntnis und Gebrauch des Descartesſchen Coordi⸗ 
natenſyſtems, und von der Stereometrie wenigſtens ſoviel als nötig, um 
Schwerpunktsbeſtimmungen und Volumenberechnungen einfacher Körper 
ausführen zu können. Soll dann in Oberprima noch mathematiſche 
Geographie, und was man gewöhnlich aus der Aſtronomie daran anzu— 
knüpfen pflegt, vorgetragen werden; ſo ſollte in der Unterprima auch 
noch ſphäriſche Trigonometrie vorhergegangen ſein. 

Analytiſche Geometrie, projektiviſche Geometrie und Infiniteſimal⸗ 
rechnung können dagegen ganz gut entbehrt werden. 

Neben den phyſikaliſchen Wiſſenſchaften ſollten aber den Abiturienten, 
ehe ſie zu ihren Berufswiſſenſchaften übergehen, noch gewiſſe andere wich— 
tige und weitgreifende Einrichtungen bekannt und wenigſtens in ihren 
Grundlagen verſtändlich fein, welche aus der Mathematik allein hervor— 
gegangen ſind, nämlich diejenigen, welche man unter dem Namen des 
Verſicherungsweſens zuſammenfaßt. Die Grundlagen dieſer Inſtitute 
ſind aber die Zinſes-Zins- und Rentenrechnung, ſowie die Wahr— 
ſcheinlichkeitsrechnung, und deshalb ſollten auch dieſe Disziplinen, 
ſoweit fie elementar find, und deren Vorausſetzungen, alſo die Pro- 
greſſionen und die Kombinationslehre einen weſentlichen Beſtandteil des 
mathematiſchen Penſums der Gymnaſien bilden. 

Weniger wichtig dagegen erſcheinen die Anwendungen der Kombina⸗ 
tionslehre auf die allgemeine Arithmetik, ferner die Kettenbrüche und 
die diophantiſchen Gleichungen, das Rechnen mit komplexen Zahlen, die 
höhere Algebra, die Potenzreihen und die Determinanten. 

Doch dürfte es ſich immerhin empfehlen, daß der Lehrer auch von 
dieſen Disziplinen das eine oder andere Kapitel vornehme, namentlich 
inſofern es durch die dabei in Anwendung kommende Methode inſtruktiv 
iſt (ſo ſollten die Schüler wenigſtens die Bernoulliſche Induktionsmethode 
kennen lernen); denn gerade dieſe höheren und vielleicht weniger prak— 
tiſchen Partieen der Mathematik ſind bei richtiger Behandlung oft von 
um ſo größerem pädagogiſchen Werte. Auch ſollte es ſolchen Schülern, 
die beſondere Vorliebe für Mathematik mitbringen oder deren ſpäterer 
Beruf ein weitgehendes mathematiſches Studium wünſchenswert macht, 
möglich gemacht werden, ſich ſchon im Gymnaſium dieſe Kenntniſſe zu 
erwerben. Ich habe darum denjenigen Teilen meines Lehrbuches, welche 
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für die oberen Klaſſen beſtimmt find, auch Kapitel aus der projektiviſchen 
Geometrie und ſolchen Partieen der elementaren Mathematik beigefügt, 
die oben als entbehrlich bezeichnet worden ſind, ohne beim Unterrichte 
ſelbſt weiter darauf einzugehen, als zuläſſig iſt. 

Beſchränken wir uns alſo auf diejenigen Disziplinen, welche für 
das Studium der Phyſik und mathematiſchen Geographie und für das 
Verſtändnis des Verſicherungsweſens unentbehrlich ſind, ſo können wir 
auch noch in dieſen ſelbſt den Lehrſtoff mehr oder weniger ausdehnen, 
und es wird dabei das Augenmerk darauf zu richten ſein, daß nichts 
weggelaſſen werde, was zu dem angegebenen Zwecke unentbehrlich iſt. 
Andererſeits wird man aber die Beſchränkung nicht ſo weit treiben 
dürfen, daß dadurch der pädagogiſche Wert des Unterrichts vermindert 
wird, oder der wiſſenſchaftliche Zuſammenhang und die Vollſtändigkeit 
Einbuße erleidet. 

Immerhin wird es aber zweckmäßig fein, nicht zu viel des Wiſſens⸗ 
ſtoffes zu bringen, damit man mehr Zeit gewinne für die Anwendung, 
eingedenk der Mahnung eines alten bewährten Lehrers: „Die Mathematik 
muß man nicht bloß wiſſen, man muß ſie auch können“. 


IV. 


Es bleibt nun noch ein näheres Eingehen auf die Methode, in 
welcher die einzelnen Disziplinen zu lehren ſind, und auf die Ver— 
teilung des mathematiſchen Lehrſtoffes auf die einzelnen Klaſſen. 

Von einem Eingehen auf den elementaren Rechenunterricht kann 
hierbei abgeſehen werden, da hier wohl kaum noch große Differenzen 
obwalten. Sollten aber hier noch Streitfragen beſtehen, ſo müßte ich 
deren Schlichtung anderen überlaſſen, da mir eigene Erfahrung hier 
abgeht. 

Mehr Anlaß zu Erörterungen giebt die allgemeine Arithmetik, 
in welcher die Methoden ſchon ſehr auseinander gehen. In unſeren 
badiſchen Gymnaſien beginnt dieſer Unterricht in der Untertertia. Wenn 
man jedoch die Programme der einzelnen Anſtalten vergleicht, ſo zeigt 
ſich eine ſehr große Verſchiedenheit, ſowohl in der Behandlung, wie in 
der Auswahl und in der Verteilung des Stoffes auf die verſchiedenen 
Klaſſen. Es würde darum ſehr weit führen, dieſe Verſchiedenheiten alle 
aufzuführen und die Vorzüge und Nachteile der oft mehr durch Zufall 
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und Gewohnheit entſtandenen als aus reiflicher Überlegung hervorge- 
gangenen Lehrgänge und Methoden zu erörtern. 

Ich will darum verſuchen, meinen eigenen Lehrgang, der durch mein 
Lehrbuch auch anderen zugänglich gemacht iſt, in feinen Prinzipien dar- 
zulegen und zu begründen, wenn auch nichts weiter dabei erreicht ſein 
ſollte, als daß diejenigen, die beſſeres vorzuſchlagen haben, damit hervor— 
treten und es begründen. 

Zuvor möchte ich jedoch bemerken, daß ich mir keineswegs einbilde, 
noch die Meinung zu verbreiten beabſichtige, die Methode, welche ich in 
meinem Buche und bei meinem Unterrichte befolge, ſei neu. Dies iſt 
durchaus nicht der Fall, obwohl ich in Baden faſt durchgängig andere 
Methoden befolgt ſehe. Sie iſt vielmehr zunächſt dadurch entſtanden, 
daß ich, ſo lange ich unterrichte, meinen Unterricht in der Arithmetik 
an die Aufgabenſammlung von Heis anzulehnen pflegte, nach welcher 
ich ſeiner Zeit ſelbſt gelernt habe; und wer mein Lehrbuch Paragraph 
für Paragraph mit dieſer Sammlung vergleicht, wird finden, daß ſein 
Gang nur in wenigen Punkten von demjenigen verſchieden iſt, den Heis 
bei der Bearbeitung ſeiner Sammlung vorausſetzt. Liegt alſo ein Ver⸗ 
dienſt darin, ſo iſt es nicht das meinige, ſondern das von Heis. 

Wer die 24 erſten Paragraphen von Heis' Aufgabenſammlung einer 
gründlichen Durchſicht unterzieht, der kann ſich leicht überzeugen, daß es 
ihm ſehr weſentlich darauf ankam, dem Schüler klar zu machen, daß es 
ſich bei der Buchſtabenrechnung nicht um Auswertung, ſondern um 
Transformation, d. h. um Umwandlung angedeuteter Rechnungen 
(Formeln) in andere handelt, und daß ihr Zweck zunächſt der iſt, zu 
lehren, wie man irgend wie angegebene Rechnungsvorſchriften durch ein- 
fachere und kürzere erſetzen kann. Er hat dabei nur den Fehler be— 
gangen, daß die an der Spitze der einzelnen Paragraphen ſtehenden 
Fragen ſo geſtellt find, als handelte es ſich um Rechnungsvorſchriften, 
nicht um bloße Zulaſſungen oder Berechtigungsſcheine, wenn dieſer 
Ausdruck hier geſtattet iſt. 

Ein Lehrer, der ſich das Buch vor dem Gebrauch gründlich ange— 
ſehen hat, kann zwar nicht zweifelhaft ſein, wie Heis die geſtellten Fragen 
beantwortet haben will, wenn er die voranſtehenden Gleichungen richtig 
deutet. Wer aber nach irgend einer anderen durch Gewohnheit über— 
kommenen Methode oder nach einem zufällig vorgefundenen Lehrbuche 
unterrichtet, in welchem die „vier Spezies der Buchſtabenrechnung“ dar⸗ 
gelegt find, und Heis' Aufgabenſammlung nur als ſolche benutzt, unbe⸗ 


http://rcin.org.pl 


30 


kümmert um das derſelbe zu Grunde liegende Syſtem (auf das doch im 
Titel aufmerkſam gemacht iſt), der wird, durch dieſe Frageſtellung ivre- 
geleitet, den Schüler zu Antworten veranlaſſen, die nicht in Heis' Sinne 
find und den Schüler in Verwirrung bringen, wenn er nun die ver- 
meintlichen Vorſchriften auf die folgenden Aufgaben anwenden will, wo 
oft ganz anderes verlangt wird. 

Einige Beiſpiele mögen deutlicher machen, was ich meine. 

An der Spitze des §. 12 ſtehen die Gleichungen 

a — (b—)=a—b+o=a+c—b=c+a-—b. 

Damit ſind kurz alle Sätze in einen Ausdruck zuſammengefaßt, die 
hier in Anwendung kommen ſollen. Dann folgen die Fragen: 

1) Wie wird eine Differenz von einer Zahl ſubtrahiert? 

2) Wie wird eine Zahl zu einer Differenz addiert? Wie wird von 
einer Summe eine Zahl ſubtrahiert, welche größer iſt als einer der 
Summanden? 

Dieſe Fragen ſind geeignet, gleich von vorneherein den Schüler zu 
verwirren, wenn der Lehrer nicht zuvor den ganzen Inhalt der darüber 
ſtehenden Gleichungen klar gemacht hat. Denn zunächſt wird der Schüler 
durch die Form der Fragen auf die Annahme geführt, es handle ſich 
um Vorſchriften. Giebt er dementſprechend auf die erſte Frage die 
Antwort: „Eine Differenz wird von einer Zahl ſubtrahiert, indem man 
den Minuend abzählt und dann den Subtrahend addiert, oder indem 
man den Subtrahend addiert, und dann den Minuend ſubtrahiert, und 
iſt der Lehrer mit dieſer Antwort zufrieden, ſo veranlaßt er dadurch den 
Schüler in Zukunft oft eine kürzere Rechnung durch eine längere zu er⸗ 
ſetzen, weil er meint, es ſei das Vorſchrift. Richtig kann dieſe Frage 
eigentlich gar nicht beantwortet werden, weil ſie nicht richtig geſtellt iſt. 
Aus den voranſtehenden Gleichungen ergiebt ſich: Statt eine Differenz 
zu ſubtrahieren kann (darf) man den Minuend ſubtrahieren und den 
Subtrahend addieren, und zwar in beliebiger Ordnung. Die richtige 
Frageſtellung wäre alſo: „Durch welche Rechnung kann die Subtraktion 
einer Differenz erſetzt werden?“ 

Ebenſo verhält es ſich mit den Fragen, die den S. 14 einleiten, 
deſſen Gegenſtand die Anwendung der Gleichungen 

(pq) n pn Æqn, m (a b) ma mb 
ſind. Sämtliche Fragen find fo geſtellt, als handle es ſich um Vor 
ſchriften, während z. B. die erſte dieſer Gleichungen doch nur ausſagt: 
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„Statt eine Summe zu multiplizieren kann man die einzelnen 
Summanden multiplizieren und die Ergebniſſe addieren“. 

„Statt eine Differenz zu multiplizieren kann man Minuend und 
Subtrahend multiplizieren, und das zweite Ergebnis vom erſten fub- 
trahieren“. 

„Statt zwei Produkte mit gleichem Multiplikator zu addieren (ſub⸗ 
trahieren) kann man die Multiplikanden addieren (ſubtrahieren), und 
das Ergebnis mit dem gemeinſchaftlichen Multiplikator multiplizieren“. 

Richtig geſtellt müßten alſo die Fragen heißen: 

„Was kann man thun, ſtatt eine Summe (Differenz) zu multi⸗ 
plizieren“? 

„Durch welche Rechnung kann man die Addition (Subtraktion) 
zweier Produkte erſetzen, wenn der Multiplikand (Multiplikator) der⸗ 
ſelbe iſt“? 

Ein recht eklatantes Beiſpiel, zu welchen Begriffsverwirrungen ſolche 
unrichtige Frageſtellungen und unexakte Formulierung von Regeln ſelbſt 
Erwachſene geführt werden können iſt mir in Zürich vorgekommen. Ich 
hatte dort einen Schüler zu unterrichten, der vorher von einem ehe— 
maligen bayriſchen Offizier Privatunterricht hatte. Dieſer hatte ſich 
kurz vorher erſt ſelbſt das nötige Wiſſen aus einem Lehrbuche geholt 
oder erneuert, und die darin erörterten Regeln gewiſſenhaft als Vor— 
ſchriften genommen; darunter auch die Regel: „Man zieht die Quadrat- 
wurzel aus einem Bruche aus, indem man ſie aus Zähler und Nenner 
auszieht, und die Ergebniſſe dividiert“. Genau nach dieſer Vorſchrift 
hatte mein Schüler dann nach Angabe dieſes Lehrers die Quadratwurzeln 
aus einer Reihe von Brüchen, wie 3, $ u. |. w. ausgezogen. Ich habe mich 
mit eigenen Augen überzeugt, daß in feinem Hefte wirklich die Quadrat 
wurzeln aus 2 und 3 auf 5 bis 6 Stellen ausgezogen und die Ergeb— 
niffe dann auf ebenſo viel Stellen dividiert waren, um J zu erhalten, 
und daß ſein Lehrer dies gut geheißen hat. 

Bei Heis kann jedoch die unexakte Frageſtellung nur dann ver— 
wirren, wenn der Lehrer ſelbſt die Sammlung nicht genauer angeſehen 
und das ihr zu Grund liegende Syſtem nicht herausgefunden hat. Die 
Unterabteilung A. des zweiten Abſchnittes von Heis' Aufgabenſammlung 
hat z. B. die Überſchrift: „Anwendung der Sätze von Produkten und 
Quotienten“. In vielen Lehrbüchern zerfällt dieſer Stoff in Kapitel 
mit den Überſchriften: Multiplikation mit Monomen und Polynomen, 
Diviſion mit Monomen und Polynomen, Rechnung mit Buchſtaben⸗ 
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brüchen u. ſ. w.; und diejenigen, welche nach ſolchen Büchern unterrichtet 
werden, müſſen notwendig zu der Meinung geführt werden, als handle 
es ſich wirklich um eine beſondere Art von Rechnungen (Buchſtaben⸗ 
rechnung), und als wäre die Hauptſache, daß man lerne, wie dieſe Rech⸗ 
nungen ausgeführt werden („wie man's macht“). Das, was man da 
eigentlich mache, und zu welchem Zwecke, und mit welcher Be— 
rechtigung, das geht an den meiſten ſpurlos vorüber, und das Fazit 
des ganzen Unterrichtes iſt für alle diejenigen, welche nicht ſpäter An- 
wendung davon machen, meiſtens gleich Null, wenn nicht ein negatives. 
Denn das Erlernen und Üben von Regeln, deren Sinn und Zweck man 
nicht verſteht, kann doch nur als eine geiſtestötende Beſchäftigung an⸗ 
geſehen werden. 

Heis dagegen macht ſchon in der Überſchrift, die er dieſem Kapitel 
giebt, darauf aufmerkſam, daß es ſich nicht um Rechnungsvorſchrif— 
ten, ſondern um die Reſultate von Rechnungen (Produkte, 
Quotienten) handelt, und um Lehrſätze, welche uns teils er— 
möglichen, dieſe Reſultate auf verſchiedene Weiſe zu erhalten, 
teils zeigen, wie man die Rechnungen mit dieſen Reſultaten 
durch andere Rechnungen erſetzen kann. 

Beginnt man mit der allgemeinen Arithmetik in Untertertia, wo 
ein großer Teil der Schüler weder reif genug zur Erfaſſung eines ſo 
abſtrakten Gegenſtandes noch auch hinreichend geübt im praktiſchen Rechnen, 
um dieſes ganz außer Übung laſſen zu dürfen, ſo iſt es notwendig, daß 
man ſehr langſam vorwärts gehe und die Abſtraktion nicht weiter treibe 
als unerläßlich. Ganz verkehrt iſt es darum gleich anfangs mit dem 
abſtrakten Begriff der Größe zu beginnen und die Buchſtabenrechnung 
aus dieſem Begriffe zu deduzieren. Der Schüler ſoll zwar, wenn er 
in die Tertia eintritt auch mit Brüchen rechnen können. Es iſt aber 
keineswegs nötig die abſtrakten Sätze über die Rechenoperationen gleich 
anfangs für beliebige Zahlen darzuthun, ſo daß jeder Satz erſt durch 
eine ganze Reihe von Beweiſen feſtgeſtellt werden muß, ehe man an 
ſeine Anwendung denken kann, und der Lehrer, wenn er vorwärts kommen 
will, bei den Schülern entweder auf das Verſtändnis oder auf die Fertig⸗ 
keit in der Anwendung verzichten muß. Ich ſetze darum, mit Heis, 
im ganzen erſten Jahre voraus, daß die Buchſtaben nur ganze poſitive 
Zahlen bedeuten, unbekümmert darum, ob dadurch das Rechnen mit 
Brüchen wieder vergeſſen wird oder nicht: eine Repetition an richtiger 
Stelle wird dieſen Schaden bald wieder ausgleichen. 
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Der Anfang muß mit einer Klarſtellung der Begriffe und der Be- 
deutung der fünf erſten Grundrechenoperationen und der dabei in betracht 
kommenden Zahlen gemacht werden. Man wird immer finden, daß zwar 
alle ganz gut rechnen können, aber nur wenige wiſſen, was eigentlich 
addieren, ſubtrahieren, multiplizieren, dividieren heißt, was eine Summe, 
ein Produkt, ein Quotient, Minuend, Subtrahend, Multiplikand, Multi⸗ 
plikator, Dividend, Diviſor ꝛc. ſei. Hand in Hand mit der Feſtſtellung 
dieſer Grundbegriffe (immer unter der Vorausſetzung, daß es ſich um 
ganze Zahlen handelt) geht dann die Erläuterung des Gebrauchs der 
Buchſtaben, der Bedeutung der Klammern und des Begriffes der For— 
mel, ſowie des Sinnes und Zweckes der ſ. g. Buchſtabenrechnung. Sind 
dieſe wenigen notwendigen Grundbegriffe, zu denen aber keineswegs der 
Begriff der Größe gehört, feſtgeſtellt und Eigentum der Schüler, ſo 
folgen die kaum eines Nachweiſes bedürfenden Sätze über Addition und 
Subtraktion (Heis §. 7 bis 13). Der Schüler wird dieſe Sätze um 
ſo leichter faſſen und feſthalten, wenn man ihm zeigt, daß ſie nur in 
Form von Regeln ausſprechen, was er längſt praktiſch geübt hatte, und 
wenn man ihm Gelegenheit giebt zu zeigen, wie dadurch oft lange Rech— 
nungen in kurze umgewandelt werden können. Z. B. Statt 7395 
— 97 + 9727 — 98 kann man ſetzen: 7395 — 200 -- 5 + 9727 
— 7200 + 9727 = 16927. 

Die Rechnung 87768 — 8989 — 7768 ergiebt ſich ſofort durch 
Anderung der Reihenfolge der Subtrahenden. 

Die Summe der Zahlen 1 bis 100 erhält man durch die Bemerkung, 
daß die Summe aus der erſten und letzten, der zweiten und vorletzten, der 
dritten und drittletzten u. ſ. w. jedesmal 101 beträgt, daß die ganze Summe 
alſo durch die Rechnung 101.50 gefunden wird. Und dergl. mehr. 

Daran reihen ſich dann die Sätze über Multiplikation von Summen, 
Differenzen und Produkten und über Addition und Subtraktion von 
Produkten. 

Die Beweiſe können immer an Zahlenbeiſpielen geführt werden, 
ebenſogut, wie die geometriſchen Beweiſe an beſtimmten Figuren. 

Z. B. der Satz: (a ＋ b) m am ＋ bm wird vollſtändig begriffen, 
wenn man für m eine beliebige kleine ganze Zahl ſetzt, etwa m 5. 
Der Beweis lautet dann ausführlich: 

(a b): 5 bedeutet eine Summe von 5 Summanden, die alle 
ab find, alſo ſoviel wie 

(@+b)+(@a+b)+(a+b)+a+b)+(a+b). 
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Da man nun ſtatt einer Summe nacheinander die einzelnen Sum⸗ 
manden addieren kann, und in jeder Summe die Reihenfolge der Sum⸗ 
manden beliebig geändert werden darf, ſo iſt dies wieder ſoviel als 
atata+ta+ta+b+b+b+b+b Da ferner a Ta a 
Tara 5 und man, ſtatt nacheinander die 5 Summanden b zu 
addieren, auch ihre Summe addieren kann, ſo iſt dieſe Formel wieder 
identiſch mit a5 ＋ b 5. 

Hat man dieſen Beweis von mehreren Schülern reproduzieren 
laſſen, und zwar jedesmal für einen anderen Wert von m, ſo werden 
wohl alle aufmerkſamen Schüler begriffen haben, daß der Satz für jeden 
beliebigen anderen Wert von m ebenſo richtig iſt, da ſich ja nichts 
ändert als die Anzahl der Summanden (a+b). 

Ich halte es aber für weſentlich, daß dieſe Beweiſe ſämtlich ſo oft 
reproduziert werden, bis ſie vollſtändig und ins kleinſte Detail von den 
Schülern begriffen ſind. Dies kann umſomehr feſtgehalten werden, als 
es ſich in dieſem Abſchnitte eigentlich nur um drei Beweiſe handelt, 
nämlich um die der Gleichungen 

(a ＋g b) m am ＋ bm, 
(a - b) m am bm, 
(ab) m (am) b. 

Alles übrige ſind einfache Folgerungen, wobei außer dem ſchon bei 
den Grundbegriffen zu erledigenden Satze ab S ba nur noch der ſelbſt⸗ 
verſtändliche Satz in Anwendung kommt, daß, wenn zwei Zahlen gleich 
find, jede durch die andere erſetzt werden kann; d. h. aus (à g b) m 
Sam bm folgt auch am bm (a b) m u. ſ. w. 

Können die Schüler aus jedem dieſer Sätze feine ſämtlichen Fol- 
gerungen ableiten und richtig formulieren, jo muß man ſofort zur An⸗ 
wendung ſchreiten, und zwar auf's ſchriftliche und mündliche Zahlen⸗ 
rechnen, damit den Schülern gleich anfangs der Nutzen dieſer Sätze ad 
oculos demonſtriert werde. Als Beiſpiele will ich hier herſetzen: Für 
36 -25 + 36 - 35 kann man ſetzen 36 - (25 + 35) = 36 - 60; für 998.25 
kann man ſetzen (1000 — 2). 25 = 25000 — 50 u. f. w. (Vergl. Heis 
Aufg. $ 14 und 15.) 

Erſt wenn dieſe Sätze ($ 12, 13 und 14 meiner Arithmetik) voll⸗ 
ſtändig verſtanden ſind, und auch ihr Wert für das praktiſche Rechnen 
begriffen iſt, ſoll man zur Multiplikation von Polynomen mit Polyno⸗ 
men weiterſchreiten. 
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Dabei ſoll man aber nicht bloß fein Augenmerk darauf richten, daß 
die Schüler den Mechanismus dieſes Verfahrens ſich ſicher aneignen und 
einige Fertigkeit darin erlangen, ſondern man muß ihnen auch beſtändig 
vor Augen halten, daß man zwar aus Gründen, die ihnen erſt ſpäter 
klar werden können, dieſe Operationen einüben muß, daß dadurch aber 
nur in ſeltenen Fällen für die vorgelegten Formeln einfachere, vielmehr 
meiſtens viel weitläuftigere Formeln erhalten werden, daß alſo der ſo 
eingeübte Mechanismus dem Zwecke der Buchſtabenrechnung nur mittel- 
bar dient. Damit jedoch der Schüler, eben weil er nicht einſehen kann, 
wozu es nützen ſoll, die Rechnung (a - b) (o d) durch die dreimal 
längere ac Had g be bd zu erſetzen, das ganze Verfahren nicht für 
etwas Überflüſſiges anſehe, ſo muß man nicht verfehlen an zahlreichen 
Beiſpielen zu zeigen: 1. daß die im allgemeinen längere Formel bis⸗ 
weilen auch zu kürzerer Rechnung führt; 2. daß insbeſondere kürzere 
Rechnungsvorſchriften erhalten werden können, wenn z. B. bei der Addi⸗ 
tion oder Subtraktion von Produkten aus Polynomen die angedeuteten Pro- 
dukte durch die ausgeführten erſetzt werden; 3. daß ein Nutzen der Multi⸗ 
plikation zweier Polynome oder Binome ſchon in dem dadurch gelieferten 
Nachweis der Identität der gegebenen und der gefundenen Formel liegt. 
(Denn wenn ich weiß, daß (a ＋ b) (e d) Sac ad be bd, 
fo kann ich auch ac ad = be bd durch (a b) (e d) erſetzen.) 
Vergl. $ 17 meines Lehrbuches. 

Als ſpezielle Ergebniſſe der Multiplikation mit Binomen ſind ganz 
beſonders eingehend zu erörtern und anzuwenden die Sätze, welche durch 
die Gleichungen 

(a+b)?=a?+b?+2ab 
(a ＋ b) (a — b) D a? b? 


ausgedrückt ſind, und es dürfte ſich eine recht häufige Anwendung der— 
ſelben auch zur Abkürzung längerer Multiplikationsaufgaben, wie 

(a+b+e)a+b—c), (a bed) (a- be- dy, 

(a+b+o)(a+b—c)a—b+c)(—a+b-+te) u. dgl. 
ſehr empfehlen, ehe zur Diviſion vorgeſchritten wird. 

Sit der Inhalt dieſes Abſchnittes ($ 15, 16 und 17 meines Lehr- 
buches) den Schülern geläufig, ſo laſſe ich die Sätze über die Diviſion 
von Summen, Differenzen und Produkten, Multiplikation, Diviſion, Re⸗ 
duktion und Erweiterung von Quotienten, Diviſion durch ein Produkt, 
Addition und Subtraktion von Quotienten (§ 19 bis 23) folgen. 

3 * 
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Den weſentlichſten Inhalt dieſes Abſchnittes bilden die Gleichungen: 
(a Kb): m (a: m) & (b: m) 
(ab): e (a: b b (a: ) 
(ab) :e = (a:): ba: bo), 
welche ſämtlich auf Grund der Definition der Diviſion zu beweiſen ſind. Z. B. 

„(a b): m heißt: die Zahl ſuchen, welche mit m multipliziert das 
Produkt a 4b ergiebt; nun iſt aber (a: m) (b: m)] m (a: m) m 
(b: m) m a bz alſo iſt (a: m) + (b: m) die geſuchte Zahl“. 

Ehe zur Diviſion von Polynomen durch Polynome weiter geſchritten 
wird, iſt es zweckmäßig, den Begriff der negativen Zahlen einzuführen, 
und den Begriff der Multiplikation ſo zu erweitern, daß er auch einen 
Sinn hat, wenn der Multiplikator negativ iſt. Früher damit zu 
kommmen, halte ich jedoch für unpädagogiſch. Will man Knaben 
für einen ohnedies ſchon ſo ſehr abſtrakten Gegenſtand, wie die Buch— 
ſtabenrechnung, intereſſieren, ſo muß man die Abſtraktion nicht weiter 
treiben als unbedingt notwendig iſt, und die Begriffe erſt dann ev» 
weitern, wenn der Lehrſtoff dieſe Erweiterung verlangt. Ich kann darum 
von der Belehrung, die mir Herr Hoppe in ſeiner Rezenſion meines 
Lehrbuches über dieſen Punkt zu teil werden läßt, keinen Gebrauch 
machen. Ein anderer Rezenſent, Herr Killing (in Hoffmanns Zeit⸗ 
ſchrift) vermißt bei meinen „ſonſt trefflichen Erläuterungen der poſitiven 
und negativen Größen“ die Vorführung der „entgegengejegten Rich⸗ 
tungen“. Dieſer Tadel beruht jedoch auf einem Überſehen des Herrn 
Rezenſenten. Denn der Abſchnitt beginnt mit den Worten: „Wenn ich 
drei Schritte rückwärts gehe, ſo gehe ich um drei Schritte weniger 
als gar keinen Schritt vorwärts“. Damit iſt doch der Gegenſatz der 
Richtungen hervorgehoben. 

Zu weiteren Bemerkungen giebt mir dieſes Kapitel ebenſo wenig 
Anlaß wie das über die Diviſion von Polynomen mit Polynomen. Ich 
habe mich hier ganz an Heis angeſchloſſen, und wüßte gar nicht, wie 
dieſer Gegenſtand anders behandelt werden ſollte. 

Mit dieſem Kapitel glaube ich das erſchöpft zu haben, was in einer 
mäßig ſtark beſetzten und nicht ungewöhnlich ſchwach begabten Untertertia 
bei zwei wöchentlichen Stunden in Jahresfriſt durchgenommen werden 
kann, fo daß es nach Ablauf dieſer Friſt auch „ſitzt“ und bleibendes Eigen- 
tum der Schüler geworden iſt. 

Das Penſum der Obertertia beginne ich mit den notwendigſten Sätzen 
aus der Lehre von der Teilbarkeit der Zahlen (meinem zweiten Kapitel), 
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dem ſich dann das Verfahren zur Aufſuchung des gemeinſchaftlichen Tet- 
lers zweier Polynome und das Zerlegen von Polynomen in Faktoren, 
(ſoweit dies hier möglich) anſchließt. Ich hätte auch hier nichts beizu⸗ 
fügen, wenn nicht die in dieſem Abſchnitte gelegentlich ausgeführten Di- 
viſionen und die ſpäter bei Gelegenheit der Dezimalbrüche auch vor— 
kommenden Multiplikationen Herrn Killing Anlaß gegeben hätten zu 
folgender Belehrung: 

„Mit dem hier gelehrten Mechanismus des Ziffernrechnens können 
wir uns nicht befreunden. Zunächſt gewährt es ſchon einige Vorteile, 
bei der Multiplikation mit der höchſten Stelle des Multiplikators, und 
nicht, wie hier, mit der niedrigſten zu beginnen. Noch wichtiger iſt es, 
die Subtraktion als Addition auszuſprechen, und dennoch bei der Di— 
viſion nicht die Partialprodukte, ſondern nur die Differenzen hinzu 
ſchreiben. Nachdem dieſe Methode ſo oft empfohlen iſt, kann man es 
einem neuen Werke kaum noch als Vorzug anrechnen, wenn es ſich der— 
ſelben bedient. Weſentliche Erleichterung verſchafft ſie auch beim Auf— 
ſuchen des größten gemeinſchaftlichen Teilers und beim Ausziehen von 
Quadrat- und Kubikwurzeln. In allen dieſen Fällen iſt der im vor- 
liegenden Werke gezeigte Mechanismus viel zu weitſchweifig.“ 

Darauf habe ich zunächſt zu erwidern, daß in meinem Lehrbuche 
die vier Spezies mit ganzen Zahlen ansdrücklich vorausgeſetzt werden, 
weil ſie darin gar nicht gelehrt werden. Es iſt alſo ganz unmöglich, daß 
Herr Killing durch den hier gelehrten Mechanismus befriedigt werden 
konnte. Was er im Übrigen über die hauptſächlich in Oſterreich übliche 
Rechnungsmethode ſagt iſt ganz gut und mir keineswegs neu. Nur glaube 
ich, daß die Vorzüge, die darin liegen ſollen, daß man beim Multipli⸗ 
zieren mit der höchſten Ziffer beginne, ſtatt mit der niederſten, ledig— 
lich in der Vorliebe (um nicht zu ſagen Einbildung) des Herrn Rezen⸗ 
ſenten beruhen. Ich ſelbſt habe mich mit dieſer Methode ſeiner Zeit ſo 
weit vertraut gemacht, daß ich ſie bei meinen eigenen Rechnungen ge— 
wöhnlich in Anwendung bringe, wenn ich Papier ſparen will. Da ich 
aber mein Buch zunächſt für meinen eigenen Gebrauch in der Schule 
geſchrieben habe, fo mußte ich das Ziffernrechnen in der Weiſe voraus- 
ſetzen, wie ich es bei meinen Schülern vorfand, die in allen Anſtalten, 
an denen ich unterrichtet habe, nach der althergebrachten Methode rechnen 
gelernt hatten. Ich ſelbſt habe mich im Anfange darüber gewundert, daß 
man in dieſem Punkte beim Alten geblieben, und als Grund für dieſen 
Konſervatismus in dem ſonſt ſo ſehr zum Fortſchritt geneigten Baden 
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den folgenden in Erfahrung gebracht: Was man bei der öſterreichiſchen 
Methode des Subtrahierens und Dividierens wirklich ſpart, iſt nur 
Raum und ſo viel Zeit, als das Hinſchreiben der Teilprodukte erfordert. 
Wenn man aber einen Fehler gemacht hat, ſo kann man ihn nicht leicht 
durch raſche Durchſicht der gemachten Rechnung finden, ſondern muß die 
Rechnung noch einmal ganz von vorne anfangen, wodurch wieder ver— 
loren geht, was gewonnen war. Auch kann nie einer raſch kontrolieren, 
was ein anderer nach öſterreichiſcher Methode gerechnet hat. Der Vor⸗ 
teil iſt alſo mindeſtens ein zweifelhafter. Pädagogiſch iſt aber die 
alte Methode vorzuziehen, weil ſie leichter zu faſſen iſt. Ich habe 
allerdings an meinen öſterreichiſchen Schülern in Zürich ſeiner Zeit gefunden, 
daß fie eine größere mechaniſche Fertigkeit im Rechnen beſaßen als diejeni- 
gen, welche nach der alten Methode rechnen gelernt hatten; bei den meiſten 
war aber dieſe Fertigkeit auf Koſten des Verſtändniſſes erzielt worden, und 
das iſt ein ſehr zweifelhafter Gewinn. Dies die Gründe, warum ich meine 
Beiſpiele nach der alten Methode ausgeführt habe, trotz der vielen Em- 
pfehlungen, die die neue für ſich hat. Es iſt weder immer alles gut, was 
neu iſt, noch alles nachahmenswert, was viel empfohlen wird. 

Da aber der Mechanismus des Rechnens nicht aus dem Buche, 
ſondern in der Schule durch den Lehrer gelehrt werden ſoll, ſo wird 
der Umſtand, daß die paar Rechenexempel, die in meinem Buche aus- 
geführt find, nach der alten Methode ausgeführt find, keinen Lehrer hin- 
dern, mein Buch zu benutzen und doch nach der neuen Methode rechnen 
zu laſſen, wenn er dieſe vorzieht: Wer aber auf Selbſtunterricht ange⸗ 
wieſen iſt und dazu ſich meines Buches bedient, der wird hoffentlich, 
auch wenn er nach der neuen Methode rechnen gelernt hat, die nach 
alter Manier ausgeführten Beiſpiele verſtehen, ſonſt müßte man ihm 
raten, die Selbſtbelehrung aufzugeben. 

Für das Aufſuchen des größten gemeinſchaftlichen Teilers zweier 
Zahlen kann allerdings ein etwas überſichtlicherer Mechanismus (auch 
mit Beibehaltung der alten Diviſionsmethode) gegeben werden, als der 
in meinem Buche. Sei z. B. der gemeinſchaſchaftliche Teiler von 
34969 und 32079 zu ſuchen, ſo giebt dies folgende Rechnung: 

1 11 10 
34969732079 728907289 
32079 2890 

3179 
2890 
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über Quotienten ganzer Zahlen nachgewieſen werden, was jedoch keines⸗ 
wegs ausſchließt, daß zugleich auch die früher gelernte Begründung dieſer 
Teile des Bruchrechnens wiederholt werde. Dieſem Gegenſtande ſind 
in meinem Lehrbuche die Paragraphen 46 u. 47 gewidmet, denen dann 
eine Anzahl Beiſpiele über Reduktion, Addition und Subtraktion von 
numeriſchen wie von Buchſtabenbrüchen beigefügt find, welche Gelegen 
heit geben, viele der früher erlernten Regeln und Sätze in Anwendung 
zu bringen und dadurch gegenwärtig zu erhalten. Immerhin thut man 
wohl, wenigſtens noch doppelt ſo viele Beiſpiele hinzuzufügen. 

Dann folgt die Ausdehnung des Dezimalſyſtems auf die gebrochenen 
Zahlen: Begriff, Zweck und Bedeutung der Dezimalbrüche, deren Ad— 
dition und Subtraktion, die Verwandlung der gemeinen Brüche in 
Dezimalbrüche und der periodiſchen Dezimalbrüche in gemeine und was 
damit zuſammenhängt ($ 48 bis 50). 

Jetzt erſt iſt es am Platz, auch den Begriff der Multiplikation ſo 
zu erweitern, daß es einen Sinn hat, wenn der Multiplikator ein Bruch 
iſt. Ich habe mich hier unbedenklich der ſehr verbreiteten und bequemen 
Definition bedient: 

„a mit b multiplizieren heißt aus der Zahl a ebenſo eine 
neue Zahl bilden, wie b aus der poſitiven Einheit gebildet 
wird“. 

Erſt kürzlich habe ich aus einer Rezenſion eines Lehrbuchs der 
Arithmetik, die Herr Erler geliefert hat, erſehen, daß man dieſe De- 
finition anfechten kann. Herr E. macht nämlich dazu die Bemerkung, 
dieſe Definition ſei falſch. „Denn 8 kann aus der Einheit gebildet 
werden, indem man ſie zweimal als Summand ſetzt und dieſe Summe 
dann mit 3 potenziert. Nach der obigen Definition gäbe dann 

3.8 = (3 +3) = 2 

Dagegen läßt ſich allerdings nur einwenden, daß man auf dieſe Weiſe 
die Zahl 8 zwar aus der Einheit auf Umwegen erhalten kann, aber 
nicht ihrem Begriffe nach erhält, und daß dem Sinne der Definition 
gemäß unter dem „Erhalten aus der Einheit“ die direkte Herſtellung 
aus Einheiten zu verſtehen iſt. Da überdies ein Schüler auf dieſer 
Stufe dieſe Definition nur in dem Sinne verſtehen kann, wie fie ge— 
meint iſt, ſo wird man höchſtens noch nötig haben, hinter den Worten 
„wie b“ noch „unmittelbar“ oder „direkt“ beizufügen, um den Schüler 
vor Konfuſion zu bewahren. 

Immerhin kann dem Freunde präziſer Ausdrücke wegen dieſes 
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Einwandes jene Definition als bedenklich erſcheinen. Dann weiß ich 
aber keine andere Faſſung für die Definition der Multiplikation, als 
etwa die folgende: 

„a mit b multiplizieren heißt diejenige Zahl ſuchen, 
welche ſich zu a verhält, wie b zur poſitiven Einheit“. 

Oder, wenn man den Begriff des Verhältniſſes noch nicht herbei- 
ziehen will: 

„a mit b multiplizieren heißt diejenige Zahl ſuchen, 
welche gleich b wird, wenn man a zur poſitiven Einheit 
nimmt“. 

Keine dieſer Definitionen ſcheint mir jedoch faßlich genug für Ober- 
tertianer. Ich bleibe darum nach wie vor bei der früheren mit der 
nötigen Erläuterung, wie das „Erhalten aus der Einheit“ zu verſtehen 
ſei. Wer das nicht will, thut beſſer, auf eine allgemeine Definition der 
Multiplikation zu verzichten, und ſich mit der ſpeziellen für die Multi⸗ 


plifation mit einem Bruch zu begnügen: „a mit f multiplizieren heißt 


a durch q dividieren und das Ergebnis mit p multiplizieren“. 

Iſt auf irgend eine Weiſe die Bedeutung der Multiplikation mit 
einem Bruche feſtgeſtellt, ſo iſt es leicht auf Grund des Früheren einer— 
ſeits zu beweiſen, daß auch der Reſt der Sätze der allgemeinen Arith— 
metik für gebrochene Zahlen richtig bleibt, und andererſeits das Multi⸗ 
plizieren und Dividieren mit Brüchen auf dieſe Sätze zurückzuführen. 
Dieſer Aufgabe find die Paragraphen 51 u. 52 meines Lehrbuches ge- 
widmet, denen wieder eine größere Anzahl von Übungsbeiſpielen bei⸗ 
gefügt iſt. 

In den drei folgenden Paragraphen ſchließt ſich dann die Multi⸗ 
plikation und Diviſion mit Dezimalbrüchen (reſp. deren Wiederholung), 
die Abkürzungen, die dieſe Operationen zulaſſen, wenn man ſich mit 
einem angenäherten Reſultate begnügt, und die Umwandlung eines Buch— 
ſtabenbruches in eine Reihe durch Diviſion an. 

Soll alles gründlich durchgenommen und dabei ſtets auf ein Feſt⸗ 
halten und Auffriſchen des Früheren Bedacht genommen werden, ſo wird 
nach Abſolvierung dieſer beiden Kapitel der größte Teil des Jahres⸗ 
kurſus abgelaufen ſein. 

Der Reſt der Zeit kann dann auf Gleichungen erſten Grades mit 
einer Unbekannten verwendet werden, mit welchen dann in der Unter— 
ſekunda noch längere Zeit fortgefahren werden muß. 
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Dieſen Gleichungen habe ich, als ſpeziellen Fall, die Proportionen 
beigefügt, und zwar nicht bloß die viergliedrigen, ſondern auch die mehr- 
gliedrigen, obwohl der Gebrauch des Diviſionszeichens dabei leicht 
zu Irrtümern führen kann, und viele ſie überhaupt für überflüſſig 
halten. 

Ich habe immer gefunden, daß ſowohl die Ahnlichkeitslehre als die 
Trigonometrie ſich viel überſichtlicher geſtalten und die Rechnungen und 
Ableitungen ungezwungener und einfacher erſcheinen, wenn man ſich 
dieſes Hilfsmittels bedient. So iſt z. B. a: b: e sin &: sin g: sin y 
b 


leichter in Worten zu merken und zu behalten als 3 3 


= und aus der erſteren Proportion ergiebt ſich ungezwungener 


z. B. (a+b):c= (sin 4 + sin 8): sin 7 = 2 sin 1 


2 
. . 
2 sin cos g — C08 2 bin 2; 
oder (a bc): (a ＋ b = ) 
= (sin & sin 8 + sin y): (sin «+ sin g — sin ) 
e 2 6 Ne a Y 
40085 cos 2 6085 :4sin, sin g ce cos 2 tg 2 cotg 2, 


als aus der entſprechenden Gleichung. Und dergl. mehr. 

Natürlich muß mit Nachdruck darauf aufmerkſam gemacht werden, 
daß bei ſolchen Proportionen nicht wie bei viergliedrigen das Zeichen: 
als Diviſionszeichen genommen werden darf, da, wenn 

b i 
(a: b): nur dann S (as :b,):c, fein kann, wenn ci iſt. 

Den Proportionen habe ich das arithmetiſche, geometriſche 
und harmoniſche Mittel zweier und mehrer Zahlen angereiht, und 
bei der Gelegenheit auch den Satz abgeleitet 


2 5 (by, 
aus dem hervorgeht, daß bei geringer Verſchiedenheit zweier Zahlen 
(Größen) ſtatt ihres geometriſchen Mittels mit ſehr kleinem Fehler ihr 
arithmetiſches geſetzt werden darf, das jedoch immer etwas zu groß iſt. 
Führt nun die Aufſuchung des geometriſchen Mittels notwendig 
zur Ausziehung der Quadratwurzel, ſo giebt dieſer Satz zugleich ein 
einfaches Mittel zur näherungsweiſen Beſtimmung derſelben. 
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Soll z. B. die Quadratwurzel aus 5 ausgezogen werden, jo er- 
giebt ſich aus der Bemerkung, daß 5 — 227 alſo 75 J 227 
ſchon die erſte Annäherung 3 (2 4 23) . Da nun 49 5, 
fo folgt daraus die oft ſchon hinreichend genaue Näherung 7/5 — 
16 1 00 ge 
2 9 72 72 

In meinem Lehrbuche iſt zwar dieſe Methode des Quadratwurzel— 
ausziehens nicht gelehrt; ſeit einigen Jahren bildet ſie jedoch bei meinem 
Unterrichte den Übergang zu der gewöhnlichen Methode des Ausziehens 
der Quadratwurzel aus Zahlen. Dem ſchließe ich dann nur noch den 
Nachweis der Irrationalität der Quadratwurzeln aus ganzen Zahlen, 
die nicht Quadratzahlen ſind, und die Sätze aus der Wurzellehre an, 
die ſich in den Gleichungen 

. 

Vab = Va Vb, V:-% 

ausdrücken laſſen, um dann wieder auf ſolche Gleichungen erſten Grades 

mit einer Unbekannten überzugehen, bei denen Quadratwurzeln vorkommen 
und wegzuſchaffen ſind. 

Die Quadratwurzeln aus Polynomen können verſchoben werden bis 
die quadratiſchen Gleichungen Anlaß dazu geben. Die Kubikwurzeln 
können ganz entbehrt werden; Bildungswert kann doch wohl der Ein— 
übung dieſes langweiligen Mechanismus nicht zugeſchrieben werden, 
und eine Anwendung davon würde erſt bei der Stereometrie ge— 
macht werden. Wird aber dieſe gelehrt, ſo können die Schüler bereits 
den Gebrauch der Logarithmentafel, der alles Wurzelausziehen entbehr— 
lich macht. Alle übrigen Sätze über Potenzen und Wurzeln können im 
Zuſammenhange nach Abſolvierung der quadratiſchen Gleichungen mit 
einer Unbekannten in der Oberſekunda vorgenommen werden, ehe man 
zu den Logarithmen übergeht. 

Ich beginne damit gewöhnlich den algebraiſchen Unterricht in dieſer 
Klaſſe, damit das Rechnen mit Logarithmen genügend geübt iſt, wenn 
die Trigonometrie bis zur Berechnung der Dreiecke vorgeſchritten iſt. 

In der Unterſekunda laſſe ich den Gleichungen erſten Grades mit 
Wurzelgrößen die rein quadratiſchen und eine Anzahl Textaufgaben 
folgen, die geeignet ſind, den Nutzen und Gebrauch der Gleichungen zu 
zeigen und das Nachdenken zu üben. Möglichſt ſuche ich dabei Geo⸗ 
metrie und Phyſik herbeizuziehen, ſoweit fie bei den Schülern voraus⸗ 
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geſetzt werden können, und ſcheue mich auch nicht, geeignete Partieen aus 
der Phyſik, die den Schülern noch unbekannt ſind, einzuſchalten, wenn 
ſie leicht faßlich gemacht werden können und paſſende Beiſpiele abgeben 
zur Anwendung des Gelernten. 

Bei der Übung und Anwendung der Gleichungen gehe ich ſtets von 
dem Grundſatze aus, daß die Schüler in der Schule lernen 
müſſen, und gebe daher nur wenige häusliche Aufgaben auf, die ſich 
meiſtens auf Repetition des in der Schule Gelernten beſchränken. Bei 
den Textaufgaben fand ich es beſonders gut, ſtets einige freiwillig zur 
Überlegung aufzugeben, und denjenigen Schülern, die dann ſolche Auf- 
gaben gut an der Tafel löſen und erklären konnten, gute Noten zu 
geben. Es zeigt ſich dann, daß ein viel größerer Prozentſatz ſolche Auf- 
gaben ſelbſtändig zu löſen vermag, als man gewöhnlich glaubt. Freilich 
werden manche bei der häuslichen Überlegung fremde Hilfe in Anſpruch 
nehmen; wenn ſie aber dadurch in ſtand geſetzt werden, nachher in der 
Stunde das Gelernte ſelbſtändig zu reproduzieren, ſo iſt ſchon viel ge- 
wonnen. Giebt man aber dergleichen Aufgaben als ſchriftliche Haus⸗ 
aufgaben, ſo wird man auf einen nennenswerten Erfolg kaum zählen 
können, da die Schüler außer den mathematiſchen mehr noch ſprachliche 
Schwierigkeiten darin finden, ihrem Gedankengang auch den richtigen 
ſprachlichen Ausdruck zu geben, und die Verſuchung zu gedankenloſem 
Abſchreiben viel zu groß iſt. Auch wird dadurch das Maß an häus⸗ 
lichem Fleiß überſchritten, das die Mathematik am eee in An⸗ 
ſpruch nehmen darf. 

Sind die Gleichungen mit einer Unbekannten lange genug geübt, 
ſo folgen naturgemäß die mit zwei und mehreren Unbekannten und dann 
die unrein quadratiſchen mit einer Unbekannten. Muß man in der 
Unterſekunda nicht noch einen Teil des Penſums der vorhergehenden 
Klaſſe durchnehmen und iſt das Penſum der beiden Tertia wirklich Eigen- 
tum der Schüler, ſo kann dieſes ganze Penſum ohne Schwierigkeit in 
einer nicht zu zahlreichen Unterſekunda gut abſolviert werden. 

Doch möge man ſich hüten, noch mehr erzielen zu wollen, und 
etwa bei Gelegenheit der Gleichungen erſten Grades mit mehreren Un- 
bekannten auch noch die Determinanten einzuſchalten. Das iſt ein 
für das Gymnaſium ganz und gar überflüſſiger Ballaſt. Wer nicht 
wenigſtens analytiſche Geometrie treibt, für den haben fie nicht den ge- 
ringſten Wert. Das vollſtändige Auflöſen der Gleichungen mit mehreren 
Unbekannten iſt faſt immer ohne Anwendung der Determinanten viel 
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zu haben, da man ferner leicht geneigt iſt, den Wert einer Disziplin, 
die man ſelbſt nicht kennt, aus den Erfolgen zu beurteilen, den man 
damit erzielt, ſo halte ich es nicht für ganz überflüſſig — um dieſe 
Disziplin der Prima zu erhalten — ſie ganz hier vorzutragen: 


Kurze Darſtellung der Kombinationslehre. 


1. Sind n verſchiedene Gegenſtände (Elemente) irgend welcher 
Art gegeben, ſo kann man die Frage ſtellen, auf wieviel verſchiedene 
Arten dieſelben in anderer Reihenfolge aufgezählt (geordnet) werden 
können und dieſe ſämtlichen Reihenfolgen heißen die Permutationen 
der Elemente. Die nElemente permutieren heißt alſo, alle Per⸗ 
mutationen bilden. 

Hat man alle Permutationen von nElementen gebildet, und 
kommt nun noch ein (n 1)tes Element dazu, jo können offenbar 
alle Permutationen der nunmehr n ＋ 1 Elemente erhalten werden, 
wenn man dieſem (n L)ten Elemente in jeder der vorhandenen 
Permutationen der nübrigen der Reihe nach alle möglichen Stellen 
zuweiſt, nämlich: vor dem erſten, vor dem zweiten, vor dem 
dritten u. ſ. w., endlich vor dem nten und zuletzt noch hinter dem 
uten, alſo n! verſchiedene Stellen, was ebenſo vielen verſchiedenen 
Permutationen der n 1Elemente entſpricht, die aus jeder Per- 
mutation der nübrigen Elemente erhalten werden können. D. h. 
die Anzahl der Permutationen von n 1 Elementen iſt 
(n E I) mal größer als die von nElementen. 

Z. B. die drei Buchſtaben a, b, e laſſen die Permutationen zu: 

abc, ach, bac, bca, cab, oba. 

Tritt nun noch als viertes Element der Buchſtabe d hinzu, ſo 
erhält man auf die angegebene Weiſe die 24 Permutationen: 

dabe dach dbac dbca deab deba 
adbe adcb bdac bdea cdab cdba 
abde acdb bade beda cadb chbda 
abed achbd bacd bead cabd cbad. 

Da nun ein Element nur eine Permutation darſtellt, zwei Ele⸗ 
mente, alſo 2 oder 1-2, fo laſſen drei Elemente 12.3, vier 
Elemente 1.2.3.4 u. ſ. w., n Elemente 1.2.3 n h. ſo 
viele Permutationen zu, als das Produkt aller ganzen Zahlen von 
1 bis n Einheiten zählt. Dies Produkt wird ſymboliſch ausgedrückt 
durch n! 
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2. Sind von den nElementen p unter ſich gleich, und macht 
man dieſelben zuerſt durch beigefügte Zeichen verſchieden, ſo iſt die 
Anzahl der Permutationen der nun verſchiedenen Elemente —n! 
Wiſcht man jetzt in allen Permutationen bei den urſprünglich gleichen 
Elementen die Unterſcheidungszeichen weg, ſo werden jedesmal alle 
die unter ſich gleich, welche bloß unterſchieden ſind durch die Stellung 
der gleichen Elemente unter ſich, alſo je pl; d. h. die Anzahl der 


! 
wirklich verſchiedenen iſt nun noch = 


Beiſpiele find zwar keineswegs beim Unterrichte, wohl aber hier 
überflüſſig. 

Sind von den n — p übrigen Elementen wieder q unter ſich gleich, 
ſo iſt die Allzahl aller verſchiedenen Permutationen par U. ſ. w. 
Sind insbeſondere alle n — p übrigen Elemente wieder gleich, fo iſt 
die Permutationszahl 1 (Daß ſprachlich das Wort „Per⸗ 


mutation“ eigentlich nicht dem Sinne entſpricht, den hier das Her- 
kommen damit verbunden hat, wird hoffentlich die Auffaſſung des 
damit verbundenen Begriffes nicht erſchweren, wiewohl Lehrer der 
Realwiſſenſchaften oft Mühe haben, die Aufmerkſamkeit faſt aus⸗ 
ſchließlich ſprachlich gebildeter Schüler auf ſachliche Definitionen zu 
konzentrieren, da dieſelben meiſt glauben, den Sinn aus dem Worte 
herausklauben zu können.) 

3. Sind en verſchiedene Elemente gegeben, jo kann man fragen: 
auf wieviele verſchiedene Arten können von dieſen je 2, je 3 u. ſ. w., 
je r herausgenommen werden, wobei zwei dieſer Zuſammenſtellungen 
als verſchieden angeſehen werden, wenn nur ein Element der einen 
nicht in der anderen enthalten iſt, ohne daß auf die Reihenfolge ge— 
ſehen wird. Dieſe Zuſammenſtellungen heißen dann nach der Zahl 
ihrer Elemente Kombinationen 2ter, Zter, . . . rter Klaſſe. Sieht 
man außerdem noch auf die Reihenfolge, ſo werden die Zuſammen⸗ 
ſtellungen Variationen genannt. 

Die Variationen rter Klaſſe von nElementen beſtehen alſo 
aus den Kombinationen rter Klaſſe dieſer Elemente mit deren 
ſämtlichen Permutationen. Die Anzahl der letzteren iſt mit— 
hin rümal größer als die der erſteren. 

Hat man alle Variationen rter Klaſſe von uElementen gebildet, 

4 
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fo erhält man alle Variationen (r + 1)ter Klaſſe, wenn man jeder 
der Reihe nach die n—r nicht darin enthaltenen Elemente beifügt; 
denn jede neue Variation (r + 1) ter Klaſſe beginnt entweder mit 
einer anderen Variation rter Klaſſe, oder, wenn fie mit derſelben 
beginnt, jo muß ihr ein anderes (r— 1)tes Element folgen. Alſo 
iſt die Anzahl der Variationen ( I)ter Klaſſe (n- r) mal 
größer als die rter Klafje*). Z. B. 

Alle Variationen 2ter Klaſſe der vier Elemente 1, 2, 3, 4 ſind 
offenbar: 

12, 21, 13, 31, 14, 41, 23, 32, 24, 42, 34, 43. 

Daraus ergeben ſich dann die Variationen Zter Klaſſe derſelben 
Elemente: 
123 213 132 312 142 412 231 321 241 421 341 431 
124 214 134 314 143 413 234 324 243 423 342 432 

Da nun die Anzahl der Variationen Iter Klaſſe n iſt, jo iſt 
die 2ter Klaſſe un — 1), die Zter Klaſſe un — 1) (mn — 2) u. ſ. w., 
die nter Klaſſe alſo nn - 1) (n — 2) (n- r I). 

Bezeichnet endlich (50 die Anzahl der Kombinationen rter Klaſſe, 
ſo iſt mithin 
nN n(n — I) (a—r+1) _ n! 
()= r! I (n-)! 

4. Die Kombinationen rter Klaſſe von Elementen können ge— 
ſchieden werden in diejenigen, die das erſte Element enthalten und die 


übrigen. Die erſteren beſtehen aus dieſem erſten Elemente und allen 
Kombinationen (r — 1)ter Klaſſe der (u — 1) übrigen Elemente: ihre 


Anzahl iſt alſo ee die letzteren find nur Kombinationen rter 


Klaſſe der n — 1 übrigen Elemente, ihre Anzahl iſt alfo 6 
und mithin iſt 


(-= .) 


2) Dieſe direkte Ableitung der Anzahl der Variationen ter Klaſſe von mEle— 


menten iſt in meinem Lehrbuche nicht gegeben, kam auch nicht beim Unterrichte vor. 
Als ich jedoch bei der Repetition meinen jetzigen Oberprimanern den Verſuch em⸗ 


pfa 


hl, die Anzahl der Variationen direkt zu beſtimmen, brachte mir einer derſelben 


dieſe Ableitung als das Ergebnis eigenen Nachdenkens. 


http://rcin.org.pl 


51 


Setzt man dieſe Betrachtung fort, ſo kann man unter den übri⸗ 
gen Kombinationen rter Klaſſe wieder diejenigen ausſcheiden, welche 


das zweite Element enthalten, und deren Anzahl iſt Ka da fie 


beſtehen aus dieſem Element und den Kombinationen (r — I)ter 
Klaſſe aller Elemente außer dem erſten und zweiten. Ebenſo ergiebt 
ſich die Anzahl derjenigen, welche das erſte und zweite Elemente nicht, 


aber das dritte enthalten N u. ſ. w. D. h. 


n n —1 n— n— — 
-C c) HET) 
Z. B. Die Kombinationen Zter Klaſſe der ſechs Elemente 1, 
2, 3, 4, 5, 6 laſſen ſich in folgende Gruppen ſtellen: 
123 234 345 456 
124 235 346 
125 236 356 
126 245 
134 246 
135. .256 
136 
145 
146 
156 
Setzt man a für r— 1 und a En für n—1 und lieſt die 
Gleichung (2) rückwärts, ſo erhält ſie die Geſtalt: 


e rt”) 


eee 


5. Setzt man bei den Kombinationen und Variationen voraus, 
daß jedes Element beliebig oft vorhanden und in jeder Zuſammen⸗ 
ſtellung rter Klaſſe auch 2, 3. bis rmal vertreten fein kann, fo 
erhält man Kombinationen und Variationen mit Wieder- 
holung, deren Anzahl natürlich von derjenigen ohne Wiederholung 
verſchieden iſt. 

Hat man die Kombinationen rter Klaſſe von nElementen mit 
Wiederholung ſämtlich gebildet, und ſetzt zu ihnen noch einmal das erſte 


Element hinzu, fo hat man offenbar alle Kombinationen (r + I)ter 
a 4. 
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Klaſſe derſelben Elemente, welche das erſte Element enthalten. Setzt 
man dann ferner zu dem zweiten Elemente alle Kombinationen rter 
Klaſſe aller vorhandenen Elemente außer dem erſten, ſo erhält man 
alle diejenigen Kombinationen (r + 1) ter Klaſſe der vorhandenen Ele— 
mente, welche das erſte Element nicht, aber das zweite enthalten. 
Ebenſo beſtehen die Kombinationen (r ＋ 1)ter Klaſſe, welche die beiden 
erſten Elemente nicht, aber das dritte enthalten aus dieſem dritten 
Elemente und den Kombinationen rter Klaſſe aller Elemente außer 
dem erſten und zweiten u. ſ. w. 


Bedient man ſich alſo des Symbols C(n), um die Anzahl aller 


Kombinationen rter Klaſſe mit Wiederholung von nElementen zu 
bezeichnen, ſo läßt ſich unſer Ergebnis ausdrücken in der Gleichung: 


-O e eee 


Z. B. Die ſämtlichen Kombinationen 2ter Klaſſe mit Wieder- 
holung der 5 Elemente 1, 2, 3, 4, 5 ſind: 
11, 12, 13, 14, 15, 22, 23, 24, 25, 33, 34, 35, 44, 45, 55. 

Daraus erhält man nach der obigen Anleitung die Kombinationen 
Zter Klaſſe derſelben Elemente in folgenden Gruppen: 
111, 112, 113, 114, 115, 122, 123, 124, 125, 133, 134, 

135, 144, 145, 155. 
222, 223, 224, 225, 233, 234, 235, 244, 245, 255. 
333, 334, 335, 344, 345, 355. 
444, 445, 455. 
555. 
Nun iſt offenbar: 
n alſo: 


e eee) 
lo: 
++) we 


-( 0% a Hua ira 


li. W. 
Allgemein: 


ee D. h. die Anzahl der Kombinationen 
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rter Klaſſe mit Wiederholung von nElementen iſt gerade 
ſo groß, wie die Anzahl der Kombinationen rter Klaſſe 
ohne Wiederholung von r— 1Elementen mehr. 

6. Sind die Variationen rter Klaſſe von nElementen mit Wieder⸗ 
holung gegeben, jo erhält man alle Variationen (r I) ter Klaſſe, 
wenn man dieſelben der Reihe nach alle erſt zu dem erſten, dann zu 
dem zweiten u. ſ. w., endlich zum nten Elemente ſetzt: die Anzahl 
der Variationen (r 1) ter Klaſſe iſt alſo nmal größer als die 
rter Klaſſe. Da nun die Anzahl der Variationen Iter Klaſſe mit 
Wiederholung von nElementen offenbar —=n iſt, jo iſt die zweiter 
Klaſſe n?, die dritter ns u. ſ. w., die rter alſo mr. 

Z. B. die Variationen 2ter Klaſſe mit Wiederholung der 4 Ele⸗ 
mente 1, 2, 3, 4 ſind: 

„ 12, 1, 14 
21, 22, 23, 24 
31, 32, 33, 34 
41, 42, 43, 44. 


Die Variationen dritter Klaſſe derſelben Elemente mit Wieder 
holung ſind: 


111, 112, 113, 114 211, 212, 213, 214 
121, 122, 123, 124 221, 222, 223, 224 
131, 132, 133, 134 231, 232, 233, 234 
141, 142, 143, 144. 241, 242, 243, 244. 
311, 312, 313, 314 411, 412, 413, 414 
321, 322, 323, 324 421, 422, 423, 424 
331, 332, 333, 334 431, 432, 433, 434 
341, 342, 343, 344. 441, 442, 443, 444. 


Das iſt das Ganze der Kombinationslehre, ſoweit fie im Gym— 
naſium in betracht kommt. Ich habe hier der Kürze wegen jede 
Nummer mit einer allgemeinen Betrachtung begonnen, und dann zur 
Erläuterung ein Beiſpiel folgen laſſen. Beim Unterricht ſelbſt gehe ich 
jedoch den umgekehrten Weg: Ich beginne mit Beiſpielen und leite aus 
dieſen die allgemeine Regel ab. Dadurch wird der Schüler mit 
der Methode der Induktion vertraut, welche doch aller wiſſen— 
ſchaftlichen Forſchung zu Grunde liegt, und gerade die Kombina— 
tionslehre iſt zur Einführung in dieſe Methode geeigneter, 
als irgend eine andere mathematiſche Disziplin. 
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Unter den Anwendungen der Kombinationslehre find beſonders die 
elementaren Prinzipien der Wahrſcheinlichkeitsrechnung hervorzu— 
heben, die ſchon deshalb nicht auf dem Lehrplane des Gymnaſiums fehlen 
ſollten, weil ſie neben der Rentenrechnung die Grundlage des Ver— 
ſicherungsweſens bilden, alſo einer Reihe der wichtigſten Inſtitutionen 
unſerer heutigen Kultur. 

Die Anwendung auf die Bildung der Potenzen von Binomen 
und Polynomen iſt zwar ebenfalls ſehr inſtruktiv, wenn ſie richtig 
gelehrt wird, kann aber doch vom Lehrplane abgeſetzt werden, wenn 
man die Algebra mit den quadrakiſchen Gleichungen abzu— 
ſchließen für gut findet. Eine ausführliche Behandlung der auf 
Kunſtgriffen beruhenden allgemeinen Auflöſung der kubiſchen und bi— 
quadratiſchen Gleichungen dürfte bei genauer Prüfung wohl als 
überflüſſig erſcheinen. Dagegen würde ich nur ungern die allgemeinen 
Grundprinzipien der höheren Algebra mit Einſchluß der de— 
rivierten Funktionen und ihrer Benutzung, einerſeits zur Beſtimmung 
der Maximal- und Minimalwerte einer algebraiſchen Funktion, an⸗ 
dererſeits zur näherungsweiſen Auflöſung numeriſcher Gleichungen 
(Methode von Newton und Horner) vermiſſen. Ich kenne keinen Teil 
der elementaren Mathematik, welcher mehr zum Nachdenken anregt, und 
beſſer zu wiſſenſchaftlichen Studien vorbereitet als gerade dieſe Disziplin, 
und ich habe ſie darum mit beſonderer Vorliebe für mein Penſum der 
Prima ausgearbeitet, was nicht ausſchließt, daß ſich manches beſſer geben 
läßt, als es dort gegeben iſt. 

Soll aber dieſe Disziplin auf dem Lehrplane des Gymnaſiums 
beibehalten bleiben, ſo darf man auch das Binomialtheorem (für 
ganze Exponenten), und was damit zuſammenhängt, nicht ausſchließen. 

Unter den Gründen, welche man für die Einführung der analy- 
tiſchen Geometrie in den Gymnaſiallehrplan vorgebracht hat, befindet 
ſich auch der, daß der Gebrauch des Descartes'ſchen Koordinatenſyſtems 
zur Veranſchaulichung der Abhängigkeit einer veränderlichen Größe von 
einer anderen bei vielen wiſſenſchaftlichen Studien, insbeſondere auch 
bei dem Studium der Phyſiologie ſehr förderlich iſt, und es darum ſehr 
wünſchenswert ſei, daß ſchon das Gymnaſium dieſen Gebrauch kennen 
lehre. Dazu iſt aber die Anwendung der Koordinatenmethode auf 
Probleme über die Gerade und die Kegelſchnitte und die Diskuſſion der 
Gleichung zweiten Grades mit zwei Variabeln nicht nötig, und man wird 
hinreichend mit dem gewünſchten Gebrauche des Koordinatenſyſtems ver⸗ 
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traut, wenn man ſich desſelben bedient, um eine elementare Theorie der 
ganzen algebraiſchen Funktionen, insbeſondere ihrer Maximal- und Mini⸗ 
malwerte zu veranſchaulichen, wie ich dies in § 45 meines Penſums 
der Prima verſucht habe. Nur kann man früher damit beginnen, z. B. 
ſchon bei den quadratiſchen Gleichungen und den ſich an dieſelben an— 
ſchließenden Maximal- und Minimalaufgaben. 

Wenn man, um der ſogenannten neueren oder projektiviſchen Geo⸗ 
metrie Platz zu machen, dieſe Anfangsgründe der Funktionenlehre vom 
Lehrplane des Gymnaſiums abſetzen will, ſo ſollte man doch bedenken, 
daß die Lehren der projektiviſchen Geometrie, ſo intereſſant ſie für den 
Liebhaber immerhin ſein mögen, der großen Mehrzahl der Schüler des 
Gymnaſiums von gar keinem nennenswerten Nutzen ſind, während die 
Unterſuchung der Abhängigkeit veränderlicher Größen von einander in 
allen Gebieten der techniſchen und der Naturwiſſenſchaften von der 
größten Bedeutung iſt. 

Was nun die Geometrie betrifft, ſo muß ich zunächſt verweiſen 
auf das sub I u. II über die Methode Geſagte, und dann auch auf 
meine Programmabhandlung „zur Reform des geometriſchen Unterrichts“, 
welche zu dieſem Zwecke dieſer Abhandlung als Anhang beigefügt iſt. 
Ich kann mich dann beſchränken auf die Verteilung des Lehrſtoffes für 
die einzelnen Klaſſen und auf einige Detail-Erörterungen, zu welchen 
dieſe Detailierung des Stoffes Anlaß bietet. 

Der ſtreng wiſſenſchaftliche Unterricht in der Geometrie mit ſeinen 
Definitionen und Demonſtrationen ſollte nach meinem Dafürhalten erſt 
in der Obertertia begonnen werden (in Würtemberg beginnt er ſogar 
erſt in der Sekunda), da die Schüler doch die nötige geiſtige Reife mit⸗ 
bringen müſſen, wenn ſie ſo abſtrakte Definitionen und ganze Schluß— 
reihen erfaſſen ſollen. Dagegen wäre es ſehr wünſchenswert, daß dieſem 
Unterrichte ein in Quarta beginnender in 2 wöchentlichen Stunden zu 
erteilender propädeutiſcher Kurſus vorausginge, in welchem die Schüler 
die wichtigſten geometriſchen Formen und räumlichen Beziehun— 
gen, und zwar ſowohl die dreidimenſionalen, als die ebenen, 
kennen und darſtellen lernen, und ihnen auch fo viel über das Aus— 
meſſen von Flächen und Körpern beigebracht wird, als ein guter Schüler 
einer guten Elementarſchule erlernt hat, wenn er dieſelbe verläßt. 

Auch dem Quartaner kann man ſchon die Fläche als die Grenze 
eines Körpers, die Linie als die Grenze einer Fläche, und den Punkt 
als Grenze einer Linie definieren, und den Unterſchied zwiſchen gerader 
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und krummer Linie, ſowie zwiſchen ebener und krummer Fläche begriff- 
lich klar machen. Nur ſoll man ſich bei den Definitionen nicht lange 
verweilen und ſich begnügen mit der richtigen anſchau lichen Auffaſſung. 

Sind dieſe Begriffe klar, jo kann der Winkel und der Drehungs- 
abſtand zwiſchen ſeinen Schenkeln, damit zugleich der Kreis und deſſen 
Benutzung zur Meſſung der Winkel vorgenommen werden. 

Daran ſchließt ſich der Begriff des Senkrechtſtehens, und zwar 
ſowohl der Geraden auf einer anderen, als auch der Geraden auf einer 
Ebene und zweier Ebenen aufeinander, an. (In der neueren Mode, 
die Worte ſenkrecht und lotrecht durch „normal“ zu erſetzen, kann 
ich nur eine ganz zweckloſe Neuerung ſehen.) Auch die Neben- und 
Scheitelwinkelpaare, ſowie die Flächenwinkel und ihre Neigungswinkel 
können hier durchgenommen werden und als Beiſpiele zu Begriffsbil— 
dungen dienen. Dann folgen naturgemäß die parallelen Geraden und 
das Ziehen derſelben mit Hilfe von Winkeldreieck und Lineal oder auch 
mit Hilfe des Zirkels. 

Dabei können zwei Gerade etwa als parallel definiert werden, 
wenn ſie mit derſelben dritten in derſelben Ordnung dieſelben Winkel 
bilden, wobei dann die Anſchauung lehrt, daß ſie ſich nicht ſchneiden. 
Aber auch die Parallelität einer Geraden gegen eine Ebene und zweier 
Ebenen zu einander ſollte hier durchgenommen werden, ſoweit dies mit 
bloßem Verweiſen auf die Anſchauung möglich iſt. 

Dann folgen die geſchloſſenen ebenen Figuren mit geradliniger 
Begrenzung: die verſchiedenen Formen der Drei- und Vierecke, die 
regelmäßigen Vielecke, auch die regelmäßigen Sternvielecke, und ihre 
Konſtruktion mit Hilfe des Transporteurs. Hier hat der Lehrer reiches 
Material, das Beobachtungsvermögen der Schüler zu entwickeln und zu 
üben, indem er ihre Aufmerkſamkeit lenkt auf die anſchaulich zu er» 
kennenden Eigenſchaften der verſchiedenen Figuren und deren Abhängig— 
keit von einander, ohne auf das „Warum?“ näher einzugehen. 

Auch die punktweiſe Konſtruktion von Kegelſchnitten und anderen 
krummen Linien als geometriſche Orter kann hier durchgenommen wer- 
den. Dann erſt ſollte die Berechnung der ebenen Vielecke und etwa 
auch die Verwandlung der Drei- und Vierecke in Rechtecke, des Recht⸗ 
eckes in ein Quadrat, zweier Quadrate in eines, mittels der Schere, 
ſoweit es ohne eigentlichen Beweis verſtändlich gemacht werden kann, 
vorgenommen werden. 

Aber auch die wichtigſten Körperformen ſollten hier betrachtet nnd 
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von den Schülern ſelbſt aus ihren auf Karton zu zeichnenden Netzen 
angefertigt werden, etwa in der Reihenfolge: Würfel, quadratiſche Säule, 
gerade Säulen von verſchieden geformten Grundflächen, reguläre Pyra— 
miden, die fünf regulären Polyeder, Rotationscylinder und Rotations- 
kegel. Andere Körper, wie die Kugel und unregelmäßige mehrſeitige 
Pyramiden oder Prismatoide können zwar von den Schülern nicht her- 
geſtellt, aber doch vorgezeigt und betrachtet werden. 

Ein Lehrbuch braucht dieſem Unterrichte nicht zu Grunde gelegt 
zu werden, da es ſich hauptſächlich nur um die Erwerbung anſchau— 
licher Kenntniſſe handelt, und der Schüler die Formen, welche er 
kennen gelernt hat, auch ſelbſt darſtellt. Wenn er die nebenbei gewon- 
nenen Begriffsbeſtimmungen und die in Sätzen ausgedrückten Ergebniſſe 
ſeiner Beobachtungen auch wieder vergißt, jo hat dies nicht viel zu be- 
deuten, da dies ja alles bei dem wiſſenſchaftlichen Unterrichte wieder- 
kommt. 

Je nachdem ein ſolcher propädeutiſcher Unterricht vorhergegangen 
iſt, oder nicht, wird man bei dem wiſſenſchaftlichen Unterrichte raſcher 
oder langſamer vorwärtsgehen können. Nach meinem Dafürhalten und 
meinen Erfahrungen in der Schweiz, wo ich den wiſſenſchaftlichen Un- 
terricht ſpäter begann, aber einen ſolchen propädeutiſchen Kurſus voraus- 
ſetzen konnte, wird man mein „Penſum der Tertia und Unterſekunda“ 
in Obertertia und Unterſekunda allein mit beſſerem Erfolge abſolvieren 
können, wenn in Quarta und Untertertia ein ſolcher propädeutiſcher 
Kurſus vorausgegangen iſt, als jetzt in den beiden Tertia und Unter— 
ſekunda, da entweder gar kein geometriſcher Anſchauungs- und Nechen- 
unterricht oder ein ſehr dürftiger (einſtündiger in Quinta und Quarta — 
und „eine Stunde iſt keine Stunde“ gilt gewiß für untere Klaſſen) 
vorausgegangen iſt. 

Auch abgeſehen von dieſer Frage ſcheint es mir nicht am Platze, 
für jeden Jahreskurſus das Penſum ganz genau abzugrenzen, da es we— 
niger darauf ankommt, was in jeder Klaſſe durchgenommen wird, als 
darauf, daß das Durchgenommene auch Eigentum der Schüler geworden 
iſt, und die Klaſſen doch nach Anzahl und Befähigung der Schüler ſehr 
differieren. Dagegen ſollte eine beſtimmte Reihenfolge der durchzuneh— 
menden Penſa immerhin feſtgeſetzt werden. 

Zu beginnen hat nun jedenfalls der wiſſenſchaftliche Unterricht mit 
einer gründlichen Feſtſtellung der Grundbegriffe. Aber auch hier kann 
man zu weit gehen. So halte ich es entſchieden für einen pädagogischen 


— 


http://rcin.org.pl 


58 


Mißgriff gleich im Anfang das ſ. g. Prinzip der Zeichen in die 
Geometrie einzuführen, und von poſitiven und negativen Strecken, 
poſitiven und negativen Winkeln zu ſprechen. Das Erſte, was die 
Schüler kennen zu lernen haben, ſind die Figuren, deren Eigenſchaften 
und Größe. Bei einer Figur kann aber eine gerade Strecke nur nach 
Länge und Lage, und ein Winkel nur als Figur oder auch als 
Drehungsabſtand in Betracht kommen, und der Gegenſatz zwiſchen 
poſitiven und negativen Strecken, poſitiven und negativen Winkeln tritt 
erſt hervor, wenn man die Strecke als zurückgelegten Weg, den 
Winkel als ausgeführte Drehung aufzufaſſen Anlaß hat, welchen 
Anlaß aber die Betrachtung der Figuren als ſolche, alſo nach Form 
und Größe, gewiß nicht giebt. Die Wege zwiſchen verſchiedenen Punk— 
ten und deren Summen, die möglichen Drehungen zwiſchen verſchiedenen 
Strahlen eines Büſchels und deren Summen, ſind kein Gegenſtand, für 
den man Tertianer zu intereſſieren vermag. Die Form und die Größe 
allein geben ſchon hinreichend Stoff zu einem gründlichen Unterrichte, 
und es iſt ſicher nicht pädagogiſch richtig, gleich anfangs Begriffe hinzu— 
zubringen, die damit nicht das mindeſte zu thun haben, und nur geeignet 
ſind, die Schüler zu verwirren. 

In meinem Lehrbuche iſt darum im ganzen erſten Buche von der 
Richtung der Strecke und dem Drehungsſinne des Winkels abgeſehen, 
und nur die Größe in betracht gezogen. Auch iſt der Winkel nicht 
als „Richtungsunterſchied“, ſondern als „das Gebilde aus zweien in 
einem gemeinſamen Endpunkte zuſammentreffenden Strecken“ definiert, 
was nicht hindert, die Größe der Drehung des einen Schenkels durch 
die Winkelfläche bis zum anderen als Größe des Winkels anzuſehen, 
und das Meſſen des Winkels auf den Kreis zurückzuführen. 

Sowohl der Form, als großenteils dem Inhalte nach ſchien es 
mir zweckmäßig, inſofern immer noch dem Euklid zu folgen, als ich 
meiſtens den Lehrſatz, ſofern er nicht eine bloße Konſequenz eines vor— 
hergehenden, dem Beweiſe voranſtellte, und mich auf ſolche Sätze be— 
ſchränkte, die ſich auf Form und Größe der Figuren und deren Lage in 
der Ebene beziehen. Die Hauptſache iſt doch immer, daß der Schüler 
die vorgetragenen Theoreme verſtehe und behalte. Dazu iſt aber 
nötig, daß ſie im Buche deutlich hervorgehoben ſind als Lehrſätze. Und 
damit Schüler und Lehrer auch eine Überſicht haben über die Aus- 
dehnung des ganzen Stoffes, ſchien es mir auch nützlich, fie mit fort— 
laufenden Nummern zu verſehen. Ferner wird ein Schüler einer geo— 
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metriſchen Betrachtung mit viel mehr Luft und Aufmerkſamkeit folgen, 
wenn er weiß, wo der Lehrer hinaus will, was alſo bewieſen (reſp. ge— 
funden) werden fol. Darum iſt es, wenigſtens beim elementaren Un- 
terrichte, zweckmäßig, den Lehrſatz an die Spitze der Betrachtung zu 
ſtellen, und nicht erſt damit zu ſchließen, wie dies jeder erproben kann, 
der z. B. verſucht, ganz nach Schlömilchs Geometrie des Maßes, in 
der Tertia eines Gymnaſiums zu unterrichten. Mich hat meine Er- 
fahrung aus einem der entſchiedenſten Gegner der Euklidſchen Methode, 
wenigſtens in dieſem Punkte, wieder zu einem Anhänger derſelben ge— 
macht. Wenn jedoch aus einem Lehrſatze durch einfache Schlüſſe eine Reihe 
bemerkenswerter Konſequenzen gezogen werden können, jo wäre es da— 
gegen verkehrt, die ſo zu erlangenden Lehrſätze ebenfalls zuerſt auszuſprechen 
und dann erſt ihren Beweis folgen zu laſſen. Denn der Schüler ſoll 
doch auch lernen und merken, zu welchen weiteren Konſequenzen 
und Anwendungen jeder neu erlernte Lehrſatz Anlaß giebt. 

Was ferner den Stoff anbetrifft, ſo iſt doch zunächſt die Geo— 
metrie des Maßes und der Form wichtiger, als die der Lage, und 
es iſt zweckmäßiger, erſt die Figuren ſelbſt zu betrachten, ehe man von 
ihrer kongruenten oder ähnlichen Abbildung und den Beziehungen zwiſchen 
Original und Projektion handelt. D. h. es iſt kein Grund vorhanden, 
die Geometrie des Maßes und der Form mit der projektiviſchen Geo 
metrie zu verbinden, oder gar, wie Herr Fiedler wünſcht, die geſamte 
Geometrie in projektiviſche Geometrie zu verwandeln. 

Es kann nur verwirren, wenn man gleich anfangs von Strahlen- 
büſcheln und Parallelſcharen ſpricht, Vielecke und Vielſeite un— 
terſcheidet, das Vieleck bloß als Gebilde aus Geraden und Punkten de— 
finiert, und dann doch von ſeiner Fläche ſpricht, poſitive und negative 
Fläche unterſcheidet, Punkte und gerade Linien perſpektiviſch aufeinander 
bezieht u. dergl. m. Was ſoll ſich ein Tertianer dabei denken, wenn 
„Dreiſeit“ und „Dreieck“ einander gegenübergeſtellt werden und er 
dann lernen ſoll:“) 

In einem Dreieck ſind die In einem Dreiſeit ſind die 
Gegenwinkel gleicher Seiten ein- Gegenſeiten gleicher Winkel ein- 
ander gleich. ander gleich. 

Muß damit der Schüler nicht zur Meinung verleitet werden, 


) Lehrbuch der Elementar-Geometrie von J. Henrici und P. Treutlein. 
I. S. 24. 
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Dreieck und Dreiſeit ſeien wirklich zweierlei und das eine gelte nur 
vom Dreieck, das andere nur vom Dreiſeite? 

Hat es nun auch keinen Zweck, mehr aus der Geometrie der Lage 
in die Elementargeometrie herüberzunehmen, als auch ſchon zum beſſeren 
Verſtändnis der Eigenſchaften der Figuren und der ſich in denſelben 
ausſprechenden Geſetze erforderlich iſt, ſo darf man in dem Beſtreben, 
auseinander zu halten, was nicht zuſammengehört, doch wieder nicht zu 
weit gehen. Die Beziehungen der Symmetrie gegen Punkt und Ge— 
rade (centriſche und ſymmetriſche Figuren), die Relationen zwiſchen 
Strahlenbüſchel und Parallelſchar, die Begriffe von Centrum, Durch 
meſſer, konjugierten Durchmeſſerpaaren, harmoniſchen Punkt⸗ und Strahlen⸗ 
paaren gehören zweifellos auch in die Elemente. 

In meinem Lehrbuche habe ich den Grundbegriffen ein Kapitel an⸗ 
gereiht, deſſen Inhalt durch die Überſchrift „ebene Figuren aus zwei 
und drei Geraden“ angedeutet iſt. Um über den ganzen Inhalt Leſern, 
die mein Buch nicht beſitzen, einen deutlichen Begriff zu geben, wird es 
genügen, das Inhaltsverzeichnis der 15 Paragraphen, in die es geteilt 
iſt, hierher zu ſetzen: 


§. 10. Begriff des Winkels; konvexe, konkave und flache Winkel. 

§. 11. Winkel und Kreisbogen. Centriwinkel und zugehöriger Bogen. 
Kongruenz von Kreiſen und Kreisſektoren. 

§. 12. Durchmeſſer und Halbkreis. Meſſen des Winkels mittelſt des 
Transporteurs. 

§. 13. Nebenwinkel, Scheitelwinkel. Winkel über einer Geraden und 
um einen Punkt herum. 

§. 14. Winkel zweier Geraden mit einer dritten. Kennzeichen der 
Parallelität zweier Geraden. 

§. 15. Folgerungen aus dem Vorhergehenden. Winkelſumme des Drei» 
eds. Satz vom Außenwinkel. 

§. 16. Strecken von einem Punkte in der Fläche des Dreiecks nach 
den Ecken. Bemerkung über die Beſtandteile eines Lehrſatzes 
und das Verfahren beim Beweiſe. 

§. 17. Abhängigkeit zwiſchen Seiten und Winkeln eines Dreiecks; das 
gleichſchenkelige und das ungleichſeitige Dreieck. 

§. 18. Symmetrie zweier Punkte gegen eine Gerade. Symmetriſche 
Figuren. Symmetriſch gleiche Figuren. Gleichwendigkeit und 
Gegenwendigkeit kongruenter Figuren. 


http://rcin.org.pl 


62 


Ich habe zwar in meinem Penſum der Oberſekunda der Trigono— 
metrie noch zwei Kapitel aus der projektiviſchen Geometrie beigefügt, 
jedoch mich überzeugt, daß ich nur einige Abſchnitte daraus beim Unter- 
richte verwenden kann, und zwar meiſt erſt in der Prima, wenn ich 
dafür auf eine Betrachtung der Kegelſchnitte verzichte. Alles übrige 
muß dem Privatfleiße ſolcher Schüler überwieſen werden, welche für 
Geometrie beſondere Vorliebe und vorwiegendes Talent beſitzen. Auch 
in der Trigonometrie thut man wohl, ſich auf das Dreieck zu beſchränken. 

Was nun das Penſum der Prima betrifft, ſo glaube ich, daß man 
den geometriſchen Unterricht dort nicht weit über das gewöhnliche Penſum 
der Stereometrie ausdehnen dürfe. Doch möchte ich wegen der An— 
wendung auf mathematiſche Geographie und Phyſik eher auf die Kegel— 
ſchnitte verzichten als auf die ſphäriſche Trigonometrie, und eher auf die 
Elemente der projektiviſchen Geometrie als auf die wichtigſten Sätze 
über die Kegelſchnitte. 

Einer detaillierten Feſtſtellung des mathematiſchen Penſums der 
Prima ſollte meiner Meinung nach die Prüfung einer Frage vorher- 
gehen, die man gegenwärtig nur hier und da verſtohlen ausſprechen hört, 
deren Erörterung man aber noch nicht für „opportun“ zu halten ſcheint. 
Es iſt dies die Frage: „Soll nicht in der Prima der geſamte 
mathematiſche Unterricht fakultativ gemacht werden, ſo daß 
diejenigen, welche Mathematik treiben, dafür vom lateini— 
ſchen und griechiſchen Stil befreit würden, und vice versa, 
ohne dadurch an der nachherigen Berufswahl gehemmt zu 
ſein?“ * 
Die Schüler der Prima ſind zum größten Teil doch ſchon ſo weit 
entwickelt, daß ihr Geiſt eine beſtimmte Richtung angenommen hat, und 
fie ſchon arbeiten mit Rückſicht auf ihren zukünftigen Beruf. Warum 
ſoll man nun ſolchen Schülern, die ſich ſ. g. Geiſteswiſſenſchaften wid— 
men wollen, weitergehende mathematiſche Studien zumuten, von denen 
ſie weder Anwendung machen, noch ſonſt einen Nutzen haben (denn wenn 
man Mathematik wider Willen ſtudiert, ſo kann doch unmöglich der 
Nutzen für die geiſtige Entwickelung von Belang ſein; man müßte denn 
den Nutzen darin ſehen, daß man ſich zeitig gewöhnt, auch ſolche Pflichten 
zu erfüllen, die man ungern erfüllt — wodurch man freilich dem Mathema⸗ 
tiker des Gymnaſiums ſchon mehr die Stellung eines Zuchtmeiſters, als 
die eines Lehrers aufbürden würde. Andererſeits iſt es ein Unrecht, daß 
man denjenigen, deren zukünftige Berufswahl eine gründlichere mathe— 
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matiſche Vorbildung erfordert, die Gelegenheit, ſich dieſelbe ſchon am 
Gymnaſium zu erwerben, lediglich deshalb entzieht, damit ſie ihren la⸗ 
teiniſchen und griechiſchen Stil vervollkommnen, wovon ſie doch ſpäter 
ebenſowenig Gebrauch machen, als die Philologen von der Mathematik. 
Noch iſt zu Gunſten dieſer Anderung zu ſagen, daß man mit ſolchen 
Primanern, die Intereſſe für mathematiſche Studien mitbringen in zwei 
Jahren noch gar manches durchnehmen könnte, was ihnen auch für ihre 
formelle Geiſtesbildung von großem Werte wäre. Denn gerade den 
höheren Partieen der Mathematik kommt auch in viel höherem Grade 
dieſe bildende Kraft zu. 

Aber auch wenn eine ſolche Anderung zuſtande käme — was mir 
ſchon deshalb wenig wahrſcheinlich, weil es nun einmal menſchlich iſt, 
zum Natürlichen und Naheliegenden erſt dann zu greifen, wenn man 
alles andere durchprobiert hat — ſo würde ich es nicht für angezeigt 
halten, das Penſum der Prima genau zu begrenzen. Denn es kommt 
doch hier weit mehr auf die Entwickelung und Ausbildung des mathe 
matiſchen Denkvermögens als auf eine größere oder geringere Summe 
mathematiſchen Wiſſens an. 
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Anhang. 


Zur Reform des geometriſchen Unterrichts. 


Zuerſt erſchienen als 


Beilage zum Jahresbericht des Großherzoglichen Gymnaſiums zu Wertheim 
für das Schuljahr 1879 —1880. 


Seit dem Anfange dieſes Jahrhunderts hat man von ſehr ver— 
ſchiedenen Standpunkten aus Verſuche gemacht, die Geometrie aus den 
ſtarren Formen zu befreien, in die fie durch Euklides gezwängt wor⸗ 
den iſt. Alle dieſe Verſuche gingen, wie neuerdings wieder hervor— 
gehoben wurde), von der Thatſache aus, daß der Erfolg des geometriſchen 
Unterrichts nach der Methode des Euklides in allen Schulen ein ver— 
hältnismäßig geringer iſt, und auch die beſten Schüler „nicht den Ein— 
druck eines wohlgeordneten Ganzen davon trugen, ſondern vielmehr nur 
eine Fülle leicht verlierbarer Einzelnheiten“. In der That iſt nicht 
anzunehmen, daß der geringe Erfolg der großen Seltenheit der Bega— 
bung für die Geometrie zuzuſchreiben ſei. Denn wenn man auch zu— 
giebt, daß die Geometrie ebenſo wie jede andere Wiſſenſchaft oder Kunſt, 
die eine beſondere Art geiſtiger Thätigkeit erfordert, auch eine ent— 
ſprechende Beſchaffenheit der Organe dieſer Thätigkeit alſo eine befon- 
dere Beanlagung vorausſetzt“), jo wird man doch Herrn Fiedler Recht 
geben müſſen, wenn er ſagt, es ſei nicht einzuſehen, warum die Anlage 
und das Intereſſe gerade für dieſe Richtung des menſchlichen Denkens ſo 


) In dem Auſſatze: Zur Reform des geometriſchen Unterrichts. Von Wilh. 
Fiedler. (Vierteljahrsſchrift der Züricher Naturforſchenden Geſellſchaft, Jahrgang 
1877, S. 8297.) 

, „Aber, wenn man es genau betrachtet“, läßt Natalie in Göthes Wilhelm 
Meiſter den Abbé ſagen, „ſo wird jede, auch nur die geringſte Fähigkeit uns ange⸗ 
boren, und es giebt keine unbeſtimmte Fähigkeit“. 
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vielen ſonſt gut begabten Köpfen fehle. „Iſt doch“, jagt Herr Fiedler, 
„der Menſch zur Orientierung im Raume ſinnlich ebenſo reich wie fein 
ausgerüſtet, und iſt ihm doch dieſe Orientierung ſelbſt ein erſtes und un⸗ 
umgängliches Lebenserfordernis! Und das wiſſenſchaftliche Denken in dem 
Gebiete dieſer Orientierung ſollte unter denen, welche überhaupt wiſſen⸗ 
ſchaftlicher Durchbildung und Arbeit zugewendet und für dieſelbe aus⸗ 
gerüſtet ſind, nur ſo wenigen adäquat ſein?“ Es iſt alſo angezeigt 
geweſen, die Urſache dieſer Erſcheinung in der Methode zu ſuchen, und 
viele haben ſich die Verbeſſerung der Methode der Geometrie zum Ziele 
geſetzt. Wenn nun aber auch, ungeachtet der größten Rührigkeit auf 
dieſem Felde ſeit faſt 70 Jahren, noch keine Methode dadurch allgemeine 
Anerkennung gefunden hat, daß ſie ſtets und überall die wünſchenswerten 
Erfolge erzielt, ſo iſt es doch eine entſchiedene Verkennung des Ge— 
leiſteten, wenn Herr Profeſſor Fiedler ſagt, das Übel ſei auch heute 
noch dasſelbe und es ſei eine unbeſtrittene Erfahrung der Pädagogen, 
„daß gute Erfolge in der Geometrie ſehr ſelten ſind unter den Schülern 
aller Schulen“. Ich glaube die Erfahrungen und die Überzeugung einer 
großen Anzahl meiner Kollegen auszuſprechen, wenn ich dieſer durch 
keine einzige Thatſache unterſtützten Behauptung des Herrn Fiedler 
die folgende entgegenſetze: „Wenn heutzutage ein Lehrer in der Geo— 
metrie weniger gute Erfolge erzielt als ſeine Kollegen bei denſelben 
Schülern in anderen Fächern, ſo liegt dies entweder daran, daß er ſich 
die bisher gemachten Fortſchritte und Verbeſſerungen in der Methode 
nicht angeeignet hat, oder in Gründen, die mit der Methode nichts zu 
thun haben“. Auch früher hat es immer einzelne Lehrer der Mathe- 
matik gegeben, die in ihrer Disziplin mindeſtens dieſelben Erfolge er— 
zielten, wie ihre Kollegen in anderen Disziplinen, und dadurch bewieſen, 
daß bei der Mathematik überhaupt und der Geometrie insbeſondere 
mehr als bei anderen Fächern auf die Perſönlichkeit des Lehrers ans 
kommt, was auch Herr Schrader in feiner Gymnaſialpädagogik mi’ 
Recht hervorhebt. Um nur ein Beiſpiel anzugeben, zitiere ich Aug 
Wiegand. Derſelbe jagt in feiner Autobiographie“) von feinem Le’ 
dem rühmlichſt bekannten naſſauiſchen Oberſchulrat Dr. Johann H 
Traugott Müller: „Man denke ſich die Stellung eines M- gg 


eines Gymnaſiums in damaliger Zeit (1829), eines Le“ matikers 


grers, der kein 


2) Wie mirs erging. Autobiographiſche Skizzen . 
Halle 1870. von Dr. Auguſt Wiegand. 
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Ordinariat hatte, deſſen Fach man für's unvermeidliche Übel (von Lehrer⸗ 
und Schüler⸗Seite) hielt und verſuche zu begreifen, wie Müller ſich an 
einer ziemlich verwilderten Schule faſt allein in Reſpekt zu ſetzen wußte; 
wie ers möglich machte, daß, während die Leiſtungen in anderen Fächern 
höchſt mittelmäßig waren, in der Mathematik ganz Erſtaunliches ge— 
leiſtet wurde (Schüler Müllers, die Mathematik ſtudierten, zählen nach 
Dutzenden)“. Waren aber vor 50 Jahren Lehrer der Mathematik, die 
Erfolge aufweiſen konnten wie Traugott Müller, noch eine große Selten- 
heit, ſo iſt doch inzwiſchen die Verbeſſerung der Methode ſo fortge— 
ſchritten, daß bei der allerdings noch nicht überall hingedrungenen Kenntnis 
dieſer Fortſchritte nur einiges pädagogiſches Geſchick dazu gehört, um 
auch in der Geometrie ganz gute Erfolge zu erzielen. Neben der noch 
ſehr verbreiteten Unkenntnis deſſen, was von den verſchiedenſten Seiten 
für die Verbeſſerung der Methode des geometriſchen Unterrichts bereits 
geleiſtet worden iſt, und neben der Macht der Gewohnheit, welche die 
Meiſten an dem bisher befolgten Gange des Unterrichts mit Zähigkeit 
feſthalten läßt, ſind es freilich noch einige tief eingewurzelte und von 
in hohem Anſehen ſtehenden pädagogiſchen Autoritäten gehegte und ge— 
nährte Vorurteile, welche ſehr oft die Erzielung der gewünſchten Erfolge 
erſchweren oder ganz unmöglich machen. Es iſt nun meine Abſicht, 
einerſeits zu zeigen, daß in der That für die Verbeſſerung der Methode 
des Unterrichts in der Geometrie, wenigſtens ſoweit derſelbe in den 
Bereich des Gymnaſiallehrplans gehört, faſt alles geleiſtet iſt, was man 
billigerweiſe verlangen kann, und andererſeits die nachteilige Wirkung 
der erwähnten Vorurteile und anderer Hemmniſſe, welche der Erzielung 
beſſerer Erfolge im Wege ſtehen, ſoweit darzulegen, als es die knappen 
Grenzen eines Schulprogamms und die kurze Spanne Zeit, die mir 
für dasſelbe noch zugemeſſen iſt, möglich machen. 

Man hat der Geometrie des Euklides hauptſächlich zwei Vorwürfe 
gemacht: 1) Sie giebt kein innerlich zuſammenhängendes Ganze, ſon⸗ 
dern eine Fülle von Sätzen, die nur dadurch äußerlich verbunden ſind, 
daß der Beweis für die Richtigkeit eines folgenden Satzes die Aner— 
kennung der früheren vorausſetzt. 2) Sie giebt überall nur Erkennt— 
nisgründe, wo man Realgründe ſucht; d. h. es wird immer nur 
gezeigt (oder beſſer, man wird überall durch eine lange und ſchwer zu 
verfolgende und noch ſchwerer zu behaltende künſtliche Schlußkette über— 
führt, zuzugeben), daß ein Lehrſatz richtig iſt, während man nirgends 
Einſicht in den inneren Zuſammenhang der in den einzelnen Sätzen 


http://rcin.org.pl 


69 


lichkeit beruhenden metriſchen Relationen behandelt und, wie auch einige 
Rezenſenten mit Recht hervorheben, wenig neues bietet, weil es von der 
Darſtellung dieſes Kapitels bei Baltzer oder Spieker faſt nur in der 
Auswahl und wohl auch in der Reihenfolge der Sätze ſich unterſcheiden 
dürfte. Nur die Einführung des Begriffes des Durchmeſſers und der 
konjugierten Durchmeſſer und die dadurch herbeigeführte Anderung in 
dem Ausdrucke für manche Beziehungen wird man mir wohl als eigene 
Zuthat zu dieſem Kapitel zuſchreiben müſſen, und ich glaube immerhin 
damit gerade nichts Nebenſächliches geleiſtet zu haben. Im Übrigen hat 
ja Steiner gerade für dieſes Kapitel ſo deutlich den Weg gezeigt, daß 
es faſt unmöglich war, ihn nicht zu gehen. 

Was die Anordnung des Stoffes in dieſem letzten Kapitel betrifft, 
ſo dürfte vielleicht der §. 46, welcher die Cyklometrie behandelt, beſſer 
hinter den vier folgenden Paragraphen ſtehen, welche ſich mehr an das 
vorhergehende anſchließen. Da jedoch jeder Paragraph ein für ſich ab» 
geſchloſſenes Ganze bildet, ſo daß von §. 41 an ganz gut eine beliebige 
Anderung in der Reihenfolge der Paragraphen möglich wäre, ohne daß 
dadurch der Zuſammenhang eine Störung erlitte, ſo zog ich vor, die 
vier letzten Paragraphen ans Ende zu ſtellen, weil ſie zwar ganz wiſſens⸗ 
werte und inſtruktive Dinge enthalten, aber doch ſolche, die man, wenn 
die Klaſſe eine Beſchränkung des Lehrſtoffs erfordert, dem Privatſtudium 
der Einzelnen überlaſſen kann, während die vorhergehenden nur Unent» 
behrliches bringen. Sonſt wüßte ich jedoch, abgeſehen von einigen Ver⸗ 
ſehen, beim beſten Willen nichts zu ändern, ohne den Zuſammenhang 
zu ſtören, obwohl Herr Erler, der mathematiſche Univerſalreferent der 
Zeitſchrift für das Gymnaſialweſen von Hirſchfelder und Kern einem 
Auszuge aus dem Inhaltsverzeichnis dieſes Kapitels weiter nichts bei- 
zufügen wußte, als die Worte: „Vergebens bemühen wir uns hierin ein 
wohlgeordnetes Ganze zu erblicken“. 

Überhaupt ſcheint Herr Erler zu einer eingehenderen Lektüre meines 
Buches keine Zeit gehabt zu haben, da ihm das Rezenſionsexemplar erſt 
zukam, als er (nach ſeiner eigenen Angabe) gerade eben mit dem müh⸗ 
ſamen Geſchäft eines Referates über fünf neue Lehrbücher fertig ge— 
worden war, und dieſes Referat doch nicht abgehen ſollte, ohne auch 
noch über das ſechſte mitzuberichten. In der Vorrede ſtieß Herr Erler 
auf das oben wiedergegebene Citat aus der Vorrede zu Steiners 
„Syſtematiſche Darſtellung der Abhängigkeit geometriſcher Geſtalten von- 
einander“ und ſuchte nun „nach den wenigen Fundamentalbeziehungen, 
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durch deren Aneignung man ſich zum Herrn des ganzen Gegenſtandes 
macht“, und da ihm dieſelben nicht ſofort durch Fettſchrift entgegentreten, 
ſo findet er nicht, was er ſucht, und glaubt nur in den Sätzen 21, 25, 
29, 38 u. a. etwas ähnliches erkennen zu ſollen. Damit zufrieden, geht 
er fofort an fein Referat, das nun wörtlich jo weiter geht: . . . „Aber 
es iſt ſchon übel, daß wir darüber nur Vermutungen aufſtellen können. 
Täuſchen wir uns nicht über die Abſicht des Verfaſſers, jenen Worten 
des berühmten Meiſters in ſeinem Buche, ſoweit es auf dieſer Stufe 
angänglich war, Folge zu geben, ſo würde das Lehrbuch des Verfaſſers 
unzweifelhaft außerordentlich an Wert gewinnen, wenn jene fundamen— 
talen Sätze durch den Druck vor den aus denſelben abgeleiteten Fol— 
gerungen hervorgehoben würden. Ein von uns vor ca. acht Jahren 
in dieſen Blättern angezeigtes Buch, welches wegen ſeiner eigentümlichen 
Anlage wohl weniger Beachtung gefunden hat, als es verdiente: Lange, 
Aufgaben aus der ebenen Geometrie nach Hauptſätzen geordnet. Berlin, 
Stilke und Muyden (vergl. Jahrgang XXIII. 476, XXIV. 684), ſtellte 
an die Spitze jedes Abſchnittes einen Hauptlehrſatz und knüpfte daran 
eine lange Reihe von Aufgaben und Sätzen, die aus jenen folgten und 
unter denen dann wieder Lehrſätze waren, die die Überſchrift und Grund⸗ 
lage eines ſpäteren Abſchnittes bildeten. In ähnlicher Weiſe ſollte der 
Verfaſſer verfahren, wenn jene von ihm zitierten Worte Steiners für 
ſein Buch eine hervorragende Bedeutung haben ſollten; erſt dann würde 
man deutlich erkennen, ob und wie weit es ihm gelungen, den Steiner- 
ſchen Gedanken auch in einem elementaren Lehrbuche zur Geltung zu 
bringen“. 

Seit 24 Jahren habe ich einen großen Teil der mir freilich immer 
nur ſpärlich zugemeſſenen freien Zeit dazu verwandt, an den Beſtre— 
bungen zur Reform des geometriſchen Unterrichts auch das meinige bei— 
zutragen, und ich kann wohl ſagen, daß ich in die ganze einſchlagende 
Literatur von Schweins (1810) bis Fiedler und Friſchauf mit allen 
ihren Irrtümern, Fehlgriffen und Auswüchſen einen tiefen Einblick ge- 
than habe. Und wenn ich nun zurückblicke auf die ganze Danaidenarbeit 
und ſehe, wie wenig die bahnbrechenden Leiſtungen eines Steiner und 
anderer Erweiterer der Wiſſenſchaft und die deutlichen Winke einiger 
derſelben“) von denjenigen begriffen und benutzt wurden, deren Aufgabe 


) Ich erinnere hier beſonders an die beherzigenswerten Worte, mit denen 
von Staudt 1847 ſeine Geometrie der Lage eingeleitet hat. Iſt es auch ſchwer, 


http://rcin.org.pl 


71 


die ſyſtematiſche Neubearbeitung des Lehrſtoffes iſt, ſo erhalte ich in 
dieſer neuen Auffaſſung der Leiſtungen des großen Bahnbrechers Steiner 
eine Beſtätigung mehr von der Wahrheit der tief entmutigenden Worte, 
die der große Menſchen- und Weltkenner Göthe in Dichtung und 
Wahrheit mit bezug auf den berühmten Arzt Zimmermann ausge— 
ſprochen hat: 

„Weil nun wirklich einige außerordentliche Menſchen, wie Boerhave 
und Haller, das Unglaubliche geleiſtet, ſo ſchien man ſich berechtigt, 
von ihren Schülern und Nachkömmlingen noch mehr zu fordern. Man 
behauptete, die Bahn ſei gebrochen, da doch in allen irdiſchen Dingen 
ſelten von Bahn die Rede fein kann; denn wie das Waſſer, das durch 
ein Schiff verdrängt wird, gleich hinter ihm wieder zuſammenſtürzt, ſo 
ſchließt ſich auch der Irrtum, wenn vorzügliche Geiſter ihn bei Seite 
gedrängt und ſich Platz gemacht haben, hinter ihnen ſehr geſchwind wieder 
naturgemäß zuſammen “. 

Wenn ich in der Weiſe von Lange verfahren wäre, ſo hätte ich 
unmöglich für die Geometrie des Maßes und der Geſtalt leiſten können, 
was Steiner für die projektiviſche Geometrie geleiſtet hat, da die Weiſe 
Steiners mit der Langes aber auch gar nicht das mindeſte zu thun hat. 
Und wenn Herr Erler in dem leider unvollendet gebliebenen Haupt- 
werke Steiners, deſſen oben angeführter Titel ſchon eines beſſern hätte 
belehren ſollen, ebenſo „nach den fundamentalen Sätzen“ ſuchen will, 
wie in dem meinigen, ſo wird er ſie ebenſowenig finden, ohne alles 
im Zuſammenhang zu leſen, wie er ſie in dieſem gefunden hat. Denn 
dieſelben ſind dort ebenſowenig durch den Druck vor den aus denſelben 
abgeleiteten Folgerungen hervorgehoben, wie bei mir oder wie in dem 
zweiten Teile ſeiner von Schrödter herausgegebenen Vorleſungen. Ja 
in meinem Lehrbuch hätte dies Herr Erler viel beſſer gekonnt, wenn 
er nur einige Paragraphen vollſtändig geleſen hätte. Er würde dann 
gefunden haben, daß jeder derſelben, der nicht unmittelbar an den vor- 
hergehenden anſchließt, entweder mit allgemeinen Betrachtungen beginnt, 
die in einem ſolchen Fundamentalſatze endigen, oder mit einem an der 


beſonders in einem Schulbuch für Tertianer ſeinen Anforderungen ganz gerecht zu 
werden, ſo muß man doch darüber ſtutzig werden, auch ſeinen Hinweis auf die 
Alles durchdringenden Geſetze der Symmetrie ſo ganz unbeachtet zu ſehen, 
daß noch nach vierundzwanzig Jahren ein Frankfurter Pädagoge die Verwertung 
derſelben für die Geometrie als etwas neues empfehlen konnte. Dr. Freſenius in 
Hoffmanns Zeitſchrift für math. und naturw. Unterricht. II, S. 1 bis 14.) 
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Spitze ſtehenden Fundamentalſatze beginnt, an den ſich dann die folgenden 
Sätze und oft noch die des folgenden Paragraphen als einfache Kon- 
ſequenzen anſchließen. 

Bequemer konnte ich's auch den Herrn Rezenſenten kaum machen, 
wenn mein Buch zum Schulgebrauch dienen ſollte. Denn hätte ich 
außerdem noch Fettſchrift angewandt, ſo würde ich Lehrer und Schüler 
zu dem Irrtum veranlaßt haben, das übrige für weniger wichtig zu 
halten. Denn nach meiner aus langjähriger Erfahrung und reiflichem 
Nachdenken hervorgegangenen Überzeugung kann man dem geometriſchen 
Unterricht durchaus keinen anderen vernünftigen Zweck zuſchreiben, als 
den, daß die Schüler ſich das Wiſſenswerteſte derſelben zu geiſtigem 
Eigentum machen und in Stand geſetzt werden, davon jeden möglichen 
Gebrauch machen zu können. In Hinſicht auf die praktiſche Bedeutung 
ſind aber die abgeleiteten Sätze ſo wichtig wie die Fundamentalſätze, 
und nur inſoferne ſind dieſe wichtiger, als ſie den roten Faden bilden, 
an den fi der übrige Stoff naturgemäß und ohne viele Mühe an⸗ 
kryſtalliſiert. 

Die meiſten der übrigen Referenten über die erſte Abteilung meines 
Lehrbuches (Penſum der Tertia und Unterſekunda) ſind jedoch meiner 
Abſicht gerecht geworden und haben mich beſonders die Herrn Günther 
in Ansbach, Walentin in Brünn, Killing in Berlin und der Heraus— 
geber des Archives für Mathematik, Herr Hoppe, zu Dank verpflichtet 
durch die Ausführlichkeit, mit der ſie gerade ſolche Punkte hervorgehoben 
haben, auf die es mir beſonders ankam. Auch der Referent für das 
pädagogiſche Archiv (Band XXI, 6), der ſich eine ausführlichere Be— 
ſprechung für ſpäter vorbehalten hat, ſagt in 15 Zeilen mehr über den 
Inhalt und die Ziele des erſten Buches, als Herr Erler in drei Seiten 
vorzubringen weiß. 

Doch ich ſehe ſchon den Leſer, wenn überhaupt ein folder aus— 
nahmsweiſe auch einmal zu einem Schulprogramme greift, unwillig 
werden, da er vermutlich meine Lehrbücher gar nicht kennt, und keine 
literariſche Fehde, ſondern Belehrung über eine etwa ausführbare oder 
ausgeführte Reform des geometriſchen Unterrichts erwartet, und kehre 
darum zur Sache zurück, indem ich es verſuche die mich bei der Aus- 
arbeitung der Planimetrie leitenden „Fundamentalbeziehungen“ ganz 
rein und ohne weitergehende Konſequenzen lediglich in ihrem eigenen 
Zuſammenhang hier darzulegen. 

Die erſte dieſer Fundamentalbeziehungen — um einmal bei dieſem 
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Ausdruck zu bleiben — iſt die axiomatiſche, daß zwiſchen je zwei 
Punkten des Raumes eine und nur eine lineare Verbindung 
beſteht, die kürzer iſt wie jede andere, nämlich die geradlinige. 
Fügen wir dazu noch das Axiom von der Ebene und das Parallelen— 
axiom mit ſeiner Umkehrung, ſo ergeben ſich als einfache Konſequenzen 
derſelben der vierte ebenfalls fundamentale Satz von der Winfel- 
ſumme des Dreiecks und der Satz, daß jedem Punkte in bezug auf 
jede nicht durch ihn gehende Gerade ein und nur ein Punkt in der Ebene 
entſpricht, der in bezug auf dieſe Gerade ebenſo liegt“), d. h. von jedem 
ihrer Punkte denſelben Abſtand hat. Durch ganz einfache Herbeiziehung 
der vorhergehenden Sätze wird dann dieſer Satz in den folgenden er— 
weitert, der als fünfter Fundamentalſatz bezeichnet werden kann. Der 
geometriſche Ort aller von zweien in der Ebene gegebenen 
Punkten gleich weit abſtehenden Punkte iſt deren Symmetrie- 
axe, welche die dem einen näher liegenden Punkte von den 
dem andern näher gelegenen trennt. 

Eine unmittelbare Folge des erſten unſerer Fundamentalſätze iſt 
der Satz, daß die Summe der geradlinigen Strecken, welche einen Punkt 
innerhalb eines Dreiecks mit zwei Eckpunkten verbindet, immer kleiner 
iſt als die der darüber ſtehenden Seiten, und der allgemeinere, daß eine 
geſchloſſene von außen überall konvexe Linie ſtets eine geringere Länge 
hat als eine ſie einſchließende. 

Unmittelbaren Anſchluß hieran findet dann der folgende etwas 
weitläufig auszuſprechende 6. Fundamentalſatz (Lehrſatz 21 meines Lehr⸗ 
buchs), den auch Herr Erler als ſolchen erkannt hat. 

Unter allen geradlinigen Strecken zwiſchen einem Punkte 
und einer Geraden iſt das Lot auf dieſelbe die kürzeſte und 
eine ſchiefe iſt um ſo größer, je größer der Abſtand ihres Fuß— 
punktes auf der Geraden von dem des Lotes. Von jeder die 
Länge des Lotes übertreffenden Länge können zwei Strecken 
von dem Punkte nach der Geraden gezogen werden, deren 
Fußpunkte ſymmetriſche Gegenpunkte in bezug auf das Lot 
ſind, die alſo mit die ſem und der Geraden gleiche Winkel 
bilden. Dieſe ſchließen alle kürzeren Strecken von dem Punkte 


) Einer meiner Rezenſenten hat dieſe Definition des ſymmetriſchen Gegen⸗ 
punktes eines Punktes in bezug auf eine Gerade, ohne übrigens Gründe anzugeben, 
freilich für ſehr unlogiſch erklärt, ein Wort, das neuerdings ſehr oft gebraucht 
wird, wo es mir ganz unmöglich iſt einen Sinn damit zu verbinden. 
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beweiſen begründet, ſo iſt es wohl nicht ganz überflüſſig, den von mir 
gebrachten, ebenfalls von Briot herrührenden Beweis hier beizufügen, 
wobei ich jedoch den Leſer bitten muß, ſich die erforderliche Figur ſelbſt 
zu ſkizzieren: Seien AS, BS die beiden Strecken, und wird AS fo in 
die Lage A’S gedreht, daß der hohle Winkel mit BS größer wird, fo 
ſchneidet offenbar die Gerade A’B die Halbierungslinie des Winkels 
A’SA, welche die Symmetrieachſe von A und A’ tft. Sei C der Schnitt⸗ 
punkt, fo iſt iſt dann AC = AC, und mithin AB = AO CB 
—=AC+CB>AB. Als neunter Fundamentalſatz ſchließt ſich dieſem 
der folgende ebenſo fruchtbare an (Lehrſatz 38 meines Lehrbuchs, den 
Herr Erler doch auch noch richtig aufgefunden hat): 

Wird von zweien ſich ſchneidenden Geraden einer Ebene 
die eine in derſelben um den Schnittpunkt gedreht, ſo wächſt 
der Abſtand der einen Geraden von ſämtlichen Punkten der 
andern mit dem ſpitzen Winkel, den die Geraden bilden, bis 
derſelbe ein rechter geworden und jede der beiden Geraden 
von jedem Punkte der andern den größten Abſtand erreicht 
hat. Bei fortgeſetzter Drehung nimmt dieſer Abſtand mit 
dem nun auf der anderen Seite gebildeten Winkel ebenſo 
wieder ab. Dieſes Geſetz iſt eine ſehr einfache Konſequenz des ſechsten 
Fundamentalſatzes und des erſten Kongruenzſatzes. Aus ihm folgt un— 
mittelbar, daß die Symmetrieachſen der aus zwei ſich ſchnei— 
denden Geraden gebildeten Figur, alſo die Halbierungslinien 
ihrer Winkel, der geometriſche Ort aller von dieſen Geraden 
gleich weit abſtehenden Punkte ſind und die näher an der 
einen dieſer Geraden liegenden Punkte von den der andern 
näher gelegenen trennen. Betrachtet man gleichwohl dieſen Satz 
wegen ſeiner Ergiebigkeit als den zehnten Fundamentalſatz, ſo wird ſich 
als elfter der folgende anſchließen, der ebenfalls nur eine unmittelbare 
Folgerung aus dem neunten iſt: Von jedem Punkte außerhalb 
eines Kreiſes gehen zwei Tangenten an denſelben, deren Be— 
rührungspunkte ſymmetriſche Gegenpunkte in bezug auf den 
durch denſelben Punkt gehenden Durchmeſſer ſind, alſo von 
dieſem Punkte gleichen Abſtand haben. Eine durch denſelben 
Punkt gehende Gerade ſchneidet den Kreis nur und immer, 
wenn ſie den den Kreis einſchließenden Winkel der Tangenten 
durchſchneidet und zwar in einer Sehne, deren Größe durch 
den ſpitzen Winkel mit dem Durchmeſſer ſo beſtimmt iſt, daß 
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fie abnimmt, wenn dieſer wächſt. Als weitere unmittelbare Kon— 
ſequenz aus dem neunten Fundamentalſatze kann noch hinzugefügt werden: 

Unter allen durch einen Punkt innerhalb des Kreiſes 
gehenden Sehnen iſt der Durchmeſſer die größte, die darauf 
ſenkrechte die kleinſte, und je zwei gegen den Durchmeſſer 
ſymmetriſch geneigte ſind gleich groß und um ſo größer, je 
kleiner ihr ſpitzer Winkel mit dem Durchmeſſer. 

Dies iſt jedoch nur eine Ergänzung des elften Fundamentalſatzes, 
und als zwölfter wird ſich wohl der folgende anſchließen laſſen, welcher 
allerdings in meinem Lehrbuche den drei letztgenannten vorausgeht und 
als 30. Lehrſatz bezeichnet iſt: 

Der geometriſche Ort aller Punkte auf derſelben Seite 
einer Geraden, welche gleichen Abſtand von derſelben haben, 
iſt eine Parallele zu dieſer Geraden. 

Durch dieſen Satz, aus welchem dann ſofort alle Sätze über die 
Strecken zwiſchen zwei und mehreren Parallelen folgen, ergiebt ſich dann 
auch noch die Ergänzung des 10. Fundamentalſatzes: Der Ort aller 
Punkte, welche von zwei parallelen Geraden gleichen Abſtand 
haben, iſt ebenfalls ihre Symmetrieachſe und auch hier trennt 
dieſelbe die näher an der einen der Parallen gelegenen Punkte 
von den der andern näher liegenden. 

Betrachten wir jetzt als dreizehnte Fundamentalbeziehung 
diejenige, welche die Winkel zweier den Kreis ſchneidenden oder berüh— 
renden Geraden mit den aus demſelben heraus geſchnittenen Bögen ver» 
bindet, ſo habe ich als 14. und letzten Fundamentalſatz zur Begründung 
des ganzen erſten Abſchnittes der Planimetrie (meiner drei erſten Kapitel) 
nur noch den folgenden faſt evidenten hinzuzufügen: 

Alle Geraden einer Ebene, welche von zweien Punkten 
derſelben gleichen Abſtand haben, bilden einen vollſtändigen 
ebenen Strahlenbüſchel, deſſen Mittelpunkt der Mittelpunkt 
der gegebenen Punkte iſt, und die Schar der Parallelen zu 
der ſie verbindenden Geraden. Jede Gerade, welche die durch 
die beiden Punkte gehende Gerade in einem anderen als ihrem 
Mittelpunkte ſchneidet, iſt dem Punkte näher, welchem dieſer 
Schnittpunkt näher liegt. 

Dieſe wenigen noch dazu in der einfachſten Weiſe untereinander 
zuſammenhängenden Sätze enthalten die einfachen Grundbeziehungen, auf 
die ſich alle nicht in komplizierteren metriſchen Relationen beſtehenden 
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Eigenſchaften der ebenen Vielecke und des Kreiſes, aber auch ſehr viele 
Eigenſchaften der Kegelſchnitte und ſelbſt drei dimenſionaler Gebilde 
ohne jede Schlußkette, lediglich durch einfache Schlüſſe direkt zurückführen 
laſſen. 

Um dies für die Vierecke zu leiſten, deren Darſtellung in meinem 
Lehrbuche wohl am meiſten von der üblichen abweicht und auch wohl am 
meiſten als meine Leiſtung anerkannt werden dürfte, leitete ich zunächſt 
aus den Fundamentalſätzen die notwendigen und hinreichenden Bedin- 
gungen ab, daß 1. vier Punkte in einem Kreiſe liegen, 2. vier Gerade 
a) einen in der Fläche des durch ſie gebildeten konvexen Vierecks liegenden 
Kreis berühren, b) einen in der Fläche des durch ſie gebildeten offenen 
Vierſeits liegenden Kreis berühren, c) zwei Kreiſe berühren, und wurde 
ſo auf das Sehnenviereck, die beiden Arten konvexer Tangentenvier— 
ecke und das von Euklides vergeſſene, ſpäter unter verſchiedenen Namen 
(Deltoid, Drachen ꝛc.) hier und da eingeführte Viereck, das ich nach dem 
Vorſchlage von Baltzer als Rhomboid bezeichnete, weil der Rhombus 
die meiſten ſeiner charakteriſtiſchen Eigenſchaften als ein beſonderer Fall 
desſelben beſitzt, und das ungleichſeitige ſchiefwinkelige Parallelogramm, 
dem man dieſen Namen ohne jeden Grund beigelegt hat, überhaupt 
eines beſonderen Namens gar nicht bedarf, da nichts über dasſelbe aus- 
zuſagen iſt. 

Dann bezeichnete ich als Mittellinie eine Gerade, welche von 
allen Ecken einer Figur gleichen Abſtand hat und leitete aus dem 
14. Fundamentalſatze ab, daß jedes Dreieck drei Mittellinien beſitzt, 
deren jede zwei Seiten halbiert und der dritten parallel iſt, daß aber 
ein Viereck nur eine oder zwei Mittellinien beſitzen kann, je nachdem 
es ein oder zwei Paar paralleler Seiten beſitzt. Dadurch wurde ich 
auf Trapez und Parallelogramm geführt, deren beſondere Arten 
ihre beſondere Eigenſchaften nur erhalten, weil ſie zugleich einem oder 
mehreren der vorhergenannten Vierecksarten angehören! ). 

Ich unterlaſſe es, auch die Fundamentalſätze aus den Kapiteln über 
Fläche und Umfang und über Ahnlichkeit und metriſche Relationen 
zwiſchen Strecken, und was dahin gehört, aufzuzählen, da hierin bereits 


*) Ich verweiſe übrigens hier auf meinen dahin gehörigen Aufſatz in der Zeit⸗ 
ſchrift für math. und nat. Unterricht (Jahrgang III, Heft 4, S. 361): über Ein⸗ 
teilungsgründe in der Geometrie, worin ich in Kürze ſchon vor 8 Jahren gezeigt 
habe, wie ich die Worte Steiners und die darauf fußenden Richard Baltzers 
in der Vorrede zu ſeiner Geometrie verſtanden habe. 
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durch Baltzer, Spieker u. a. jede wünſchenswerte Ordnung, Überſicht 
und Einſicht in den Zuſammenhang geboten wird, ſo daß man von allen 
Göttern verlaſſen ſein muß, wenn man ſie nicht ſelbſt findet, ſofern 
man nur danach ſucht. 

Bei der Bearbeitung der Stereometrie ging ich zwar von andern 
Axiomen aus; wer jedoch, nachdem er mir bis dahin gefolgt, dieſen Teil 
meines Lehrbuches ſich etwas näher anſieht, wird finden, daß auch hier 
einige wenige Grundgeſetze den leitenden Faden bilden, an den ſich das 
Übrige ohne lange und künſtliche Syllogismen anſchließt. Nur kann 
natürlich dieſes Buch nicht den Anſpruch auch nur auf eine relative 
Vollſtändigkeit machen, da ein Schulbuch doch den engbegrenzten vor— 
geſchriebenen Lehrſtoff nicht weſentlich überſchreiten darf (die gleichwohl 
wiſſentlich gemachten Überſchreitungen find derart, daß fie weggelaſſen 
werden können, ohne den Zuſammenhang zu ſtören). 

Auf einen anderen Punkt, auf den es weſentlich ankommt, wenn 
eine Darſtellung der Geometrie den Anforderungen entſprechen ſoll, die 
man vom Standpunkte der Wiſſenſchaft an ſie zu machen berechtigt iſt, 
hat lange vor Steiner und v. Staudt der Philoſoph Arthur Schopen— 
hauer mit Nachdruck aufmerkſam gemacht (in ſeiner Doktordiſſertation 
„über die vierfache Wurzel des Satzes vom zureichenden Grunde“). Er 
zeigt nämlich dort, daß die Art, wie die einzelnen Eigenſchaften der 
geometriſchen Figuren einander gegenſeitig bedingen, ſo daß jede zugleich 
Grund und Folge der andern iſt, eine ganz eigentümliche nur in der 
Geometrie zur Geltung kommende Form des Satzes vom zureichenden 
Grunde iſt, welche er den Satz vom Grunde des Seins im Raume 
nennt. Auch Kant!) hat dieſe Thatſache bereits bemerkt, wie aus einer 
Stelle in einem ſeiner freilich nach 1813 veröffentlichten Briefe an 
Reinhold hervorgeht. In derſelben (Ausg. von Hartenſtein X, S. 512) 
ſagt er nämlich wörtlich: 

„Nebenbei merke ich nur an, (um in der Folge auf Eberhards 
Verfahren beſſer aufmerken zu können), daß der Realgrund wiederum 
zweifach ſei, entweder der formale (der Anſchauung der Objekte), wie 
z. B. die Seiten des Dreiecks den Grund der Winkel enthalten, oder 
der materiale (der Exiſtenz der Dinge), welcher letztere macht, daß das, 
was ihn enthält, Urſache genannt wird“. 


*) Über einen noch ältern Vorgänger ſiehe den ſoeben bei F. A. Brockhaus er- 
ſchienenen „Briefwechſel zwiſchen Arthur Schopenhauer und Johann Auguſt Becker“, S. 73. 
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Das zufällig gewählte Beiſpiel mag der Grund ſein, warum er 
nicht zugleich auf die charakteriſtiſche Eigentümlichkeit des „formalen 
Realgrundes“ aufmerkſam wurde, daß ſeine Folge auch zugleich ſein 
Grund iſt. Denn die Winkel des Dreiecks ſind nicht wieder der Grund 
der Seiten, ſondern nur der ihres Verhältniſſes, wie auch umgekehrt 
nur das Verhältnis der Seiten, nicht ihre abſolute Länge, der Grund 
der Winkel iſt. 

Wie nun die Aufgabe der Phyſik (in ihrer allgemeinſten Bedeutung) 
die iſt, die Geſetze darzuthun, nach denen die Naturerſcheinungen ein- 
ander als Urſache und Wirkung bedingen, ſo muß die Aufgabe der Geo— 
metrie, ſo weit ſie Wiſſenſchaft iſt (denn wenn man ſie richtig erfaßt, iſt ſie 
ebenſo wie die Mathematik überhaupt weit mehr Kunſt als Wiſſenſchaft), 
die ſein, die Geſetze darzuthun, nach denen die räumlichen Eigenſchaften 
der Dinge einander als Seinsgrund und Folge bedingen. In der 
That iſt jede Eigenſchaft einer Figur an eine oder mehrere 
andere derart gebunden, daß in der Regel jede dieſer Eigen— 
ſchaften die notwendige und hinreichende Bedingung der an— 
dern iſt, und ein Theorem iſt darum nur ein vollſtändiges, 
wenn es in jedem Falle das ganze Abhängigkeitsverhältnis 
darlegt. Weil jedoch in den meiſten Fällen ein ſolches Theorem zu 
lang ausfallen würde, um von einem Schüler leicht erfaßt und zu 
ſammengehalten zu werden, iſt es oft nötig, dasſelbe in mehrere Lehr— 
ſätze zu zerſpalten, die aber unmittelbar aufeinander folgen und zu— 
ſammengehalten werden müſſen, wenn der Schüler den richtigen Einblick 
in das zu erfaſſende Geſetz erhalten und nicht blos Stückwerk in ſeinen 
Kopf aufnehmen ſoll. 

Ich habe deshalb in einer Anmerkung zum dritten Kapitel meines 
erſten Buches ausdrücklich darauf aufmerkſam gemacht. Das hat jedoch 
Herr Erler ſo verſtanden, daß er mir darüber folgende Belehrung zu 
teil werden läßt: 

„Wir wollen es nicht tadeln, wenn einem Satze die ganze Fülle 
ſeiner Umkehrungen hinzugefügt wird, wenn alſo z. B. den Eigenſchaften, 
die ein Quadrat hat, in fünf Sätzen die Bedingungen angeſchloſſen 
werden, unter denen ein Viereck ein Quadrat iſt. Sollen aber alle 
dieſe einfachen Sätze aufgeführt werden, die eben, weil ſie ganz leichte 
Folgerungen anderer Sätze ſind, ſich in anderen Lehrbüchern nicht finden, 
jo iſt es doch für die Überſicht dringend wünſchenswert, daß ein Haupt⸗ 
ſatz als ſolcher durch den Druck hervorgehoben werde, die Folgerungen 
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oder ſpeziellen Sätze ſich nicht durch gleichen Druck ebenſo breit machen 
als jener“. 

Sollte man danach nicht meinen, mein auf 148 Seiten in voller 
Ausführlichkeit mit 90 großen in den Text gedruckten Figuren das ganze 
Penſum von drei Jahren bringendes Lehrbuch ſei ein wahres Chaos 
von überflüſſigen Sätzen ohne allen erkennbaren Zuſammenhang! 

Und doch iſt die Zahl aller in 50 Paragraphen verteilten Lehr⸗ 
ſätze nur 125, denen im ganzen noch kein Dutzend Zuſätze und Fol— 
gerungen beigefügt iſt. Dem einzigen Lehrſatze, welcher alle Eigenſchaften 
des Quadrats in fünf Zeilen ausdrückt, ſind aber als Umkehrung die 
Bedingungen, unter welchen ein Viereck ein Quadrat iſt, nicht in fünf 
Sätzen, ſondern in einem einzigen Satze und ohne Begründung bei- 
gefügt, was ich als Beiſpiel für die Genauigkeit anführe, mit der Herr 
Erler referiert. 

Auch Herr Killing, der meinen Beſtrebungen ſonſt mehr gerecht 
wird, obwohl er in ſeinen Grundmeinungen vielfach mit mir differiert, 
hat in feinem Bericht an die Zeitſchrift für math. und naturwiſſenſchaftl. 
Unterricht zu dem in der oben erwähnten Anmerkung ausgeſprochenen 
Schopenhauerſchen Grundgedanken nur bemerkt, er ſei nicht dieſer An- 
ſicht. Was er aber dagegen vorzubringen hätte, und welches feine gegen— 
teilige Anſicht ſei, hat er für ſich behalten. Übrigens habe ich gerade 
dieſen Grundgedanken bereits vor zehn Jahren ausführlich dargelegt in 
der vierten meiner 1870 bei Schultheß in Zürich erſchienen „Abhand— 
lungen aus dem Grenzgebiete der Mathematik und Philoſophie“. 

Damit glaube ich mich des erſten Teiles meiner Aufgabe entledigt 
zu haben. Es bleibt mir nur noch die Darlegung der Vorurteile und 
Hemmniſſe, welche der Erzielung beſſerer Erfolge oft im Wege ſtehen. 
Dieſe Darlegung kann hier ſelbſtverſtändlich nur eine fragmentariſche 
ſein, und ich beſchränke mich darum auf einige Punkte, die ich zur beſſeren 
Überſicht mit Nummern verſehen will. 


45 


„Um die Methode der Mathematik zu verbeſſern, wird 
vorzüglich erfordert, daß man das Vorurteil aufgebe, die be— 
wieſene Wahrheit habe irgend einen Vorzug vor der anſchau— 
lich erkannten, oder die logiſche, auf dem Satze vom Wider— 
ſpruch beruhende vor der metaphyſiſchen, welche unmittelbar 
evident iſt, und zu der auch die reine Anſchauung des Raumes 


http://rcin.org.pl 


sl 


gehört. Dieſe Worte des großen Frankfurter Philoſophen, welche 
kürzlich mein verehrter Fachkollege Bunkofer in Bruchſal ſeiner jeden⸗ 
falls beachtenswerten im vorigen Jahre erſchienenen „Geometrie des 
Progymnaſiums“ als Motto vorangeſtellt hat, kennzeichnen das wichtigſte 
und zugleich verbreitetſte der Vorurteile, welche einer gedeihlichen Wirk— 
ſamkeit des Lehrers der Geometrie oft im Wege ſtehen. Und zwar iſt 
die Wirkung dieſes Vorurteils eine um ſo ſchlimmere, als es nur von 
Lehrern und Schulbehörden, keineswegs auch von unbefangenen Schülern 
geteilt wird. Dieſe können vielmehr nicht begreifen, warum ihnen zu⸗ 
gemutet wird, eine lange Schlußkette zu merken, um darin den Beweis⸗ 
grund zu erkennen für die Wahrheit einer Behauptung, von der nicht 
einmal zu begreifen iſt, wie man ſie überhaupt nur in Zweifel ziehen 
kann; ſie glauben darum, den Satz ſelbſt nicht zu verſtehen, ſuchen aller— 
hand dunkle Geheimniſſe dahinter, und wenn ſie ſehen, daß es ſich wirk— 
lich nur um Selbſtverſtändliches handelt, halten fie das Ganze auch wohl 
für höchſt überflüſſig. Da nun gerade im Anfang eine ganze Reihe 
ſolcher Sätze kommen, die eigentlich keines Beweiſes bedürfen, und viele 
Lehrer, in ihrer Meinung, die Strenge der Beweiſe und Definitionen, 
ſei die Hauptſache, mit der Einübung derſelben ſo viele Zeit zubringen, 
daß für eine Einſicht in den ſachlichen Zuſammenhang der Sätze und 
für eine Verwertung derſelben zu Konſtruktionsaufgaben, wodurch doch 
erſt Leben in den Unterricht kommt und Intereſſe dafür erweckt wird, 
keine Zeit mehr übrig bleibt, ſo kann es nicht ausbleiben, daß nach und 
nach die Mehrzahl der Schüler für dieſen Unterricht ganz abgeſtumpft 
und untauglich wird, und der Lehrer, will er überhaupt nicht ganz 
fruchtlos arbeiten, ſich an die wenigen Schüler halten muß, die eine 
ſo hervorragende Begabung für geometriſche Schlußreihen haben, daß ſie 
an der Übung dieſer Anlage allein Befriedigung finden, auch wenn ihre 
Frage nach dem Zuſammenhange und dem Zwecke des Erlernten un— 
beantwortet bleibt. In der Vorrede zur zweiten Abteilung meines 
Lehrbuches habe ich meine Erfahrungen, die ich als Schüler eines nach 
Brettner dozierenden Lehrers vor nunmehr 32 Jahren darüber gemacht 
habe, mitgeteilt und inzwiſchen habe ich noch manchen kennen gelernt, 
der gleich mir dem erſten geometriſchen Unterricht aus dem angegebenen 
Grunde beim beſteu Willen durchaus nicht folgen konnte, und doch ſpäter 
bewies, daß es ihm keineswegs an der nötigen Beanlagung fehlte. Am 
ſchlimmſten wirkt dieſes pedantiſche Drillen in Demonſtrationen und 
Definitionen, wenn man damit zu früh beginnt. Vor der Obertertia 
> 6 


http://rcin.org.pl 


82 


follte nach meiner Anſicht der geometriſche Unterricht höchſtens in An— 
ſchauungsunterricht und geometriſchem Zeichnen beſtehen. Hat der Schüler 
erſt einmal durch bloße Beobachtung die Zuſammengehörigkeit gewiſſer 
Eigenſchaften bei einfachen ſelbſt konſtruierten Figuren kennen gelernt, 
ſo wird er ſchon geneigter ſein, einer wiſſenſchaftlichen Darlegung dieſes 
Zuſammenhangs zu folgen. So ſehr ich nun auch heute noch die Gleich— 
wertigkeit der intuitiven und diskurſiven Erkenntnis anerkenne, ja ſogar 
in vieler Hinſicht jener vor dieſer den Vorzug gebe, ſo habe ich doch 
meine vor 10 Jahren in den oben zitierten Abhandlungen niedergelegte 
und begründete Anſicht über dieſen Gegenſtand inzwiſchen dahin geändert, 
daß eine wiſſenſchaftliche Darſtellung der Geometrie ihrem Zwecke mehr 
entſpricht, wenn die ohne Beweis unmittelbar der Anſchauung zu ent— 
lehnenden Sätze auf einige wenige Grundeigenſchaften des Raumes re— 
duziert werden. Denn dadurch erſcheint die ganze Geometrie als in 
den Eigenſchaften des Raumes begründet, und entſpricht der ebenfalls 
von Schopenhauer gegebenen Definition einer Wiſſenſchaft, als „eines 
Syſtems verknüpfter Erkenntniſſe“ im Gegenſatz zum bloßen Aggregrat 
von Erkenntniſſen beſſer als eine Geometrie, bei welcher nur bewieſen 
wird, was ohne Beweis nicht verſtanden werden kann, aber auch nicht 
zuſammenhängt, was ohne Beweis evident ift*). Ich habe ſogar meinem 
Lehrbuch der Elementarmathematik den erſten Teil eines größeren, nicht 
für die Schule beſtimmten Lehrgebäudes unter dem Titel „Elemente 
der Geometrie, auf neuer Grundlage ſtreng deduktiv dargeſtellt“ voraus— 
geſchickt, das auf ſechs Axiome geſtützt iſt, die im weſentlichen mit den 
Poſtulaten übereinſtimmen, welche nach Helmholtz dem Raum unſerer 
Anſchauung diejenigen Eigentümlichkeiten zuſchreiben, durch welche die 
Giltigkeit der Euklidſchen Geometrie bedingt iſt. Obwohl ich auch in 
der Vorrede zu dieſem Werke meinen ſcheinbar gegenteiligen früher 
vertretenen Standpunkt wahrte, habe ich doch dadurch ſo ſehr den 
Beifall des Fortſetzers von Grunerts Archiv erweckt, daß er u. a. dar- 
über ſagt: 

„Das vorliegende Werk iſt eine entfaltete Darlegung der Prinzipien 
der Geometrie nach ihrem logiſchen Inhalt. Um das vorgeſetzte Ziel 


) Indeſſen wollte ich mich auch heute noch erbötig machen, für ein größeres 
Publikum eine ſehr weitgehende populäre Geometrie zu ſchreiben, in der das 
Wort Beweis gar nicht vorkommen dürfte, wenn ich Zeit hätte, und es ſich lohnen 
würde. 
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zu erreichen, iſt der pädagogiſche, ſowie der ſyſtematiſche Geſichtspunkt 
ganz bei Seite gelaſſen. Die Aufgabe ſtellt zu große Anforderungen, 
als daß ſie ohne vorgängige Trennung der Geſichtspunkte gelöſt werden 
könnte. Manche Verſuche in gleichem Sinne ſind in neueſter Zeit zu 
Tage getreten. Die gegenwärtige Bearbeitung möchte wohl eine vor 
allen früheren hervorragende Leiſtung zu nennen ſein. Es ſind darin 
die geſamten prinzipiellen Fragen aus dem Verſteck ans Licht gezogen, 
in vortrefflicher Klarheit, ohne Entſtellung der Thatſachen durch ein- 
gemiſchte Strebungen, aufgefaßt und in einfachſter Form durch didaktiſche 
Aufſtellungen gelöſt. Der Verfaſſer räumt gern die Möglichkeit von 
Irrungen ein, indem er ſich trotzdem bewußt iſt, einen geſicherten Fort- 
ſchritt gethan zu haben; denn ſein Werk iſt kein künſtlicher Bau, der 
zuſammenbricht, wenn eine Stütze verſagt; nichts iſt auf die Spitze des 
Wortes geſtellt, vielmehr alles im freien Gedanken, den Gegenſtand und 
die Aufgabe vor Augen, zur Reife gebracht, dann erſt in die geeignete 
Darſtellungsform gebracht. Es tritt uns darin die große Überlegenheit 
derjenigen Logik, welche erſt denkt, dann ſpricht, über die gewöhnliche 
formelle Logik, welche nur innerhalb der oft ſehr zufälligen Grenzen 
des Wortes zu denken vermag, recht deutlich entgegen“. Eine ſolche 
Beurteilung meiner Arbeit kann ich mir ſchon gefallen laſſen, wenn auch 
nachher einige Ausſtellungen folgen und in dieſem zuſtimmenden Urteil 
ſelbſt gleich im Anfang eine große Verſchiedenheit unſerer Grundanſichten 
zu Tage tritt. Während nämlich meine Darſtellung den Anforderungen 
des Herrn Hoppe an ein Syſtem der Geometrie ſo wenig entſprochen, 
daß er glaubt, der ſyſtematiſche Geſichtspunkt ſei ganz bei Seite gelaſſen, 
iſt es gerade die vollkommene Vereinbarkeit der ſtrengen logiſchen De- 
duktion mit meiner Auffaſſung einer ſyſtematiſchen Darſtellung der 
Geometrie, welche mich zur Ausarbeitung meines Lehrgebäudes antrieb 
und Herr Hoppe hat wohl die Stelle meines Vorworts überſehen, 
worin ich dies ausdrücklich ſagte. Auf Seite VII desſelben heißt es 
wörtlich: „Da es mir nun gelungen, mit dieſer ſtreng deduktiven Methode 
meine übrigen Anſichten über die Grundbegriffe und über Anordnung 
und Begründung der Lehrſätze vollkommen in Einklang zu bringen, 
und die unmittelare Anſchauung doch nur bei den Anfangsgründen zur 
Geltung kommt, fo ſehe ich keine Inkonſequenz darin, die einmal be⸗ 
gonnene Unterſuchung zur Herſtellung eines vollſtändigen deduktiven 
Lehrgebäudes fortzuführen“. 

Auch meine Arithmetik und Algebra für den Schulgebrauch findet 

6 * 
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bei Herrn Hoppe außergewöhnlichen Beifall und eine ſehr günſtige Be⸗ 
urteilung, da ich hier in einem leitenden Grundgedanken mit ihm über⸗ 
einſtimme; nämlich darin, daß die algebraiſche Operation keine 
Auswertung, ſondern eine Transformation iſt, was von den 
algebraiſchen Lehrbüchern faſt durchgängig außer acht gelaſſen iſt, einer 
der Hauptbeweggründe, welche mich veranlaßten, auch die Zahl der Lehr— 
bücher der Arithmetik um ein neues zu vermehren. Übrigens überwiegt 
ſchon hier, trotz des außerordentlichen Lobes, faſt die Zahl der Aus- 
ſtellungen. 

Mit meinem Lehrbuche der Geometrie für den Schulgebrauch bin 
ich jedoch dem hier zu erörternden Vorurteil, das bei Herrn Hoppe 
die Form eines Dogmas von unfehlbarer Wahrheit angenommen zu 
haben ſcheint, nämlich des Dogmas, daß alle unmittelbare Erkenntnis 
nur oberflächlich ſein könne, und alle wahre Erkenntnis mithin nur eine 
diskurſive, alſo rein begriffliche ſei, ſo entſchieden entgegengetreten, daß 
er nur noch Worte findet, um meine Ketzerei zu bekämpfen. Den übrigen 
Inhalt aber überſieht er ſo flüchtig, daß er ſogar aus meiner vor dreißig 
Jahren gemachten Schülererfahrung eine dreißigjährige Lehrer— 
erfahrung macht, womit er mich wohl zugleich zu einem alten Manne 
ſtempelt, der ſich von den durch die transſcendenten Hypergeometer und 
ihre Philoſop;hen Otto Liebmann und Benno Erdmann „überwun— 
denen Standpunkt“ der Kant-Schopenhauerſchen Erkenntnistheorie 
und Peſtalozziſchen Pädagogik nicht mehr trennen kann. 

Ich habe mir nämlich erlaubt — „nicht im Vorwort, ſondern 
an die Schüler gerichtet“ — in meinem Lehrbuch (I, S. 11) fol⸗ 
gendes zu ſagen: 

„Da man bei oberflächlicher Betrachtung der Dinge oft etwas als 
ſelbſtverſtändlich anſieht, was nicht einmal allgemein wahr iſt, ſo iſt es 
ſeit Euklides üblich geworden, nur ſehr wenige Behauptungen 
als Axiome aufzuſtellen, und nur ſolche, die im Ernſte niemand be— 
ſtreiten kann, der ein klares Anſchauungsvermögen beſitzt. Im folgenden 
werden darum auch eine Reihe von Behauptungen bewieſen und alſo 
als Lehrſätze aufgeſtellt, deren Wahrheit auch ohne Beweis einleuchtet. 
Es geſchieht dies zum Teil auch deshalb, weil man eine neue Wahrheit 
beſſer verſteht und behält, wenn man weiß, wie ſie aus anderen bereits 
bekannten folgt, zum Teil auch, weil dieſe Beweiſe ſo einfach ſind, daß 
man an ihnen leicht und allmählich lernen kann, wie man neue Wahr- 
heiten auf alte zurückführt, und wie man aus bekannten Wahrheiten 
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neue folgert. Doch ſoll man dadurch nicht irre werden an der Wahr- 
heit deſſen, was man unmittelbar anſchaulich erkennt. Vielmehr iſt im 
praktiſchen Leben die aus der Anſchauung direkt gewonnene Erkenntnis, 
mit der nötigen Vorſicht und Umſicht angewendet, der erſt durch Be— 
weiſe erworbenen weitaus vorzuziehen)“. 

Darauf bemerkt nun Herr Hoppe: 

„Was iſt nun mit „oberflächlicher Betrachtung““ gemeint? Soll 
es eine accidentelle Schwäche bezeichnen, die bei gehöriger Achtſamkeit 
zu vermeiden wäre? Wie der Verfaſſer wiederholt an die Grenzen des 
philoſophiſchen Gebiets ſtreift, aber ſtets zur rechten Zeit innehält, wo 
ein mehreres der Einſicht nicht förderlich ſein würde, ſo auch hier, doch 
geſchieht es diesmal an einer ſehr ſchlüpfrigen Stelle. In der That 
wird durch den leicht hingeworfenen Tadel feine Meinung ſcheinbar ge- 
rettet, eigentlich ſei die Beſchränkung der Axiomenzahl ganz unnötig. 
Iſt denn aber je eine Betrachtung von Seiten der Schüler, iſt diejenige, 
zu der das Lehrbuch anleitet, nicht oberflächlich? Das allein macht es 
ja möglich, Anfänger von der Richtigkeit der Axiome zu überzeugen, 
daß ſie ſchon bei oberflächlicher Betrachtung einleuchten, eine tiefe Be⸗ 
trachtung darf niemand vorausſetzen. Das Axiom III iſt ein ſchlagender 
Beleg dafür: „Durch jeden Punkt einer Ebene geht zu jeder nicht durch 
ihn gehenden Geraden in derſelben immer eine und nur eine Parallele“. 
Dieſer Satz wird vielleicht bei ſehr oberflächlicher, nicht eben achtſamer 
Betrachtung ſelbſtverſtändlich erſcheinen. Dabei iſt er erfahrungsmäßig 
allgemein wahr, ſogar apodiktiſch richtig, letzteres aber nur auf Grund 
von Eigenſchaften der Ebene, die nicht auf der Hand liegen. Es ijt 
für den Schüler kein Grund erſichtlich, warum die zweite Gerade bei 
Drehung von der Parallelen aus ſofort auf einer von beiden Seiten 
die erſte ſchneiden müßte. Der Verfaſſer baut alſo ſelbſt auf eine nicht 
nur oberflächliche, ſondern auch unachtſame Betrachtung, wenn er dem 
Satze unmittelbare Evidenz zuſchreibt. Sein Ausſpruch, von dem wir 
ausgingen, hat demnach eine durchgängige, nicht auf Fälle von momen- 
tanem Lapſus beſchränkte Giltigkeit. Nicht, wenn einmal die Betrach- 
tung oberflächlich iſt, ſondern, weil ſie bei unmittelbarem Einleuchten 
ſtets nur oberflächlich fein kann, iſt man der Gefahr ausgeſetzt, für ſelbſt⸗ 


) Es iſt ſelbſtverſtändlich in beiden Fällen nur von wirklicher Erkenntnis, 
nicht von oberflächlicher Meinung die Rede. Irren kann man ſich ja ſowohl durch 
Intuition als durch Diskurſion. 
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verſtändlich zu halten, was nicht einmal allgemein wahr iſt. Die un- 
mittelbare Evidenz der Axiome iſt nichts als ungeprüfte Meinung, 
mithin eine ganz falſche Rechtfertigung für ſie. Dieſen Umſtand hat 
der Verfaſſer in ſeiner überall bewieſenen und höchſt wohlthuenden 
Offenheit verraten, aber ſehr geſchickt wieder verhüllt“. Da Herrn 
Hoppe meine Offenheit gefällt, ſo muß er ſich auch gefallen laſſen, wenn 
ich nun an feiner eigenen Darlegung zeige, was ich unter einer ober- 
flächlichen Betrachtung verſtehe. Eine oberflächliche anſchauliche Betrach— 
tung iſt eine ſolche, welche nur einzelne Momente des der Anſchauung 
vorliegenden Gegenſtandes auffaßt und andere weſentliche überſieht, und 
ich gebe bereitwillig zu, daß in dieſer Hinſicht nicht nur alle Kinder, 
ſondern auch die meiſten Erwachſenen, namentlich ſolche, die keinen guten 
Unterricht in der Naturgeſchichte genoſſen haben, oder nicht durch ihren 
Beruf gezwungen wurden, ihre Augen aufzuthun, außerordentliche Ober— 
flächlichkeit an den Tag legen. Eine aus Urteilen zuſammengeſetzte Be- 
trachtung aber iſt oberflächlich, wenn die einzelnen Urteile entweder auf 
oberflächlicher Anſchauung oder unlogiſcher Deduktion beruhen, welche 
nebenbei bemerkt ebenſo häufig iſt, wie die oberflächliche Anſchauung. 
Eben darum aber ſoll man die Schüler nicht blos zu richtiger Anwen— 
wendung der diskurſiven Denkthätigkeit, ſondern ebenſo, ja noch mehr zu 
richtigem Gebrauch ihrer Sinne und genauer Anſchauung anleiten und 
ihnen den Weg dazu zeigen. Was nun insbeſondere die Bemerkung 
über das Axiom III betrifft, ſo liegt derſelben immerhin etwas Wahres 
zu Grunde. Denn bei oberflächlicher Betrachtung kann allerdings 
ein Schüler über die Wahrheit des Axiom III ſtutzig werden, wenn 
ihm dasſelbe lediglich in der Form entgegengebracht wird, in welcher es 
ausgeſprochen iſt. Denn es leuchtet in der That nicht ohne weiteres 
ein, warum die eine von zwei Parallelen, wenn ſie um einen ihrer 
Punkte eine auch noch ſo geringe Drehung in der Ebene vornimmt, die 
andere notwendig ſchneiden müſſe; ja es iſt auch nicht ſofort anſchaulich 
evident, daß ſie ſchneiden müſſe; denn die Anſchauung erſtreckt ſich 
nicht bis ins Unendliche, und unmittelbare anſchauliche Evidenz 
kann nur dann ſich auf Unendliches erſtrecken, wenn ſie ſich 
auf eine Negation beſchränkt. So beruht unſere Überzeugung von 
der Unendlichkeit des Raumes nur darauf, daß wir uns jede Grenze 
im Raume denken müſſen, weil wir den Raum jenſeits der Grenze 
nicht wegdenken können. Ja man kann noch weiter gehen und ſagen: 
Wenn ich auf der Erdoberfläche immer geradeaus gehe, ſo glaube ich 
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doch auch, mich von meiner Anfangsitelle immer mehr zu entfernen, 
und doch werde ich, wenn mir keine lokalen Hinderniſſe im Wege ſtehen, 
auf dieſer Bahn zu meiner Anfangslage wieder zurückkehren. Was 
berechtigt mich nun, da mich doch hier die Anſchauung täuſcht, weil ich 
die Kreislinie mit ſehr fernem Mittelpunkte für eine Gerade halte, in 
einem anderen Fall der Anſchauung mehr zu trauen und mit ſolcher 
Beſtimmtheit zu ſagen, daß gerade dieſe eine durch den Punkt A gehende 
Gerade die gegebene Gerade a nicht ſchneiden könne, jede andere in der— 
ſelben Ebene liegende ſie aber ſchneiden müſſe? Da nun in der That 
von einer anſchaulich vorliegenden geraden Strecke nicht ſofort mit Be- 
ſtimmtheit geſagt werden kann, ob ſie wirklich ein Teil einer Geraden 
iſt, oder ein Teil eines Kreiſes mit ſehr fernem Mittelpunkte oder irgend 
einer andern ſehr ſchwach gekrümmten Linie, auch von zweien Geraden 
nicht mit abſoluter Sicherheit geſagt werden kann, ob ſie wirklich parallel 
ſind, wenn ſie ſo erſcheinen, ſo wird man bei oberflächlicher Be— 
trachtung nichts darauf zu erwiedern wiſſen, und ſich überreden laſſen, 
daß es wirklich mit der anſchaulichen Evidenz nichts ſei. Bei genauer 
Unterſuchung wird man aber finden: Die Überzeugung von der 
Wahrheit des Axiom III beruht in der unmittelbar evidenten Erkenntnis, 
daß einerſeits ein Punkt, der ſich in einer Ebene ſo bewegt, 
daß er ſeinen Abſtand von einer Geraden in derſelben nicht 
ändert, immer wieder eine Gerade beſchreibt, während ander— 
ſeits ein Punkt, der von einer gegebenen Geraden ausgehend 
auf einer andern fortſchreitet, ſeinen Abſtand von der ver— 
laſſenen Geraden in demſelben Verhältniſſe vergrößert, in 
welchem er auf ſeiner Bahn fortſchreitet. Daß in der That 
hierin und nur hierin die unmittelbare Einſicht in das fragliche Axiom 
beruht, das jedem evident iſt, trotz der angeblich nur oberflächlichen Be— 
trachtung, aus der es hervorgegangen, kann jeder praktiſche Lehrer zu 
jeder Zeit an ſeinen eigenen Schülern erproben: Fragt er irgend einen 
Schüler, wenn die Definition der Parallelen und ihre Theorie nicht 
gerade in den letzten vier Wochen vorgekommen, oder dieſes Kapitel 
friſch repetiert worden iſt, was parallele Gerade ſeien, ſo läßt ſich 100 
gegen 1 wetten, daß ſeine Antwort ſein wird: „Parallele Gerade ſind 
ſolche, die überall gleichen Abſtand voneinander haben“, und zwar wird 
er dieſe Antwort auch vorbringen, wenn noch gar nichts von dem Ab— 
ſtand zwiſchen Punkt und Gerade vorgekommen iſt. Auch zeigt ſich die 
Zuſammengehörigkeit der Vorſtellung paralleler und nicht paralleler 
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meiner Erörterungen nicht ganz eingedrungen iſt und meine Grund— 
anſichten nicht kennt, zur Meinung geführt werden, ich wolle durch 
dieſes Wort meinem Urteile die Form eines logiſchen Schluſſes geben 
und dadurch den Anſchein erwecken, als wäre damit die Exiſtenz eines 
Minimums für die lineare Verbindung getrennter Punkte logiſch er— 
wieſen. Dennoch konnte ich mich wohl keines anderen Wortes bedienen, 
da unſere Sprache keine beſonderen Bindewörter beſitzt, durch welche ich 
die anſchaulich erkannte Notwendigkeit der Exiſtenz einer Minimalver— 
bindung getrennter Punkte als ſolche hätte ausdrücken können. Eben 
darum habe ich aber die Anmerkung beigefügt, in der ich mich auf die 
Anſchauung berufen habe. Nun iſt es ja wahr, daß die anſchauliche 
Erkenntnis von der Exiſtenz einer kürzeſten linearen Verbindung zweier 
Punkte im Raume erweckt wird durch die Vorſtellung der geraden Linie, 
„welche erſt ſpäter vorkommt“. Aber einesteils habe ich ja doch deutlich 
die Abſicht ausgeſprochen, der Anſchauung nur diejenigen Daten zu ent— 
nehmen, welche zur Begründung der übrigen notwendig ſind, und es iſt 
mithin doch nichts dagegen einzuwenden, daß ich hier zunächſt nur das 
Datum der Exiſtenz einer kürzeſten linearen Verbindung feſthalte und 
davon abſtrahiere, welche weitere Eigenſchaften derſelben als Linie zu— 
kommen, und ob es überhaupt nur eine ſei oder mehrere. Andererſeits 
bezieht ſich meine Anmerkung nicht bloß auf den Raum, ſondern auch 
auf jede beliebige Fläche, und es ſollte zugleich feſtgeſtellt werden, 
daß unſere Anſchauung uns, wie im Raume, ſo auch auf jeder Fläche 
die Exiſtenz von mindeſtens einer kürzeſten linearen Verbindung für 
zwei getrennte Punkte vorauszuſetzen zwingt, wenn wir auch gar nicht 
erkennen können, wie dieſe etwa beſchaffen ſei, womit für jeden, 
der dieſe Einſicht gewonnen hat, klar iſt, daß dieſe Vorausſetzung ganz 
unabhängig iſt von der Vorſtellung dieſer Linie. Meinen Schülern 
habe ich hierzu noch folgende Erläuterung gegeben: Man denke ſich einen 
biegſamen aber unausdehnbaren Faden auf irgend einer Fläche in einem 
Endpunkte befeſtigt, und dann durch einen zweiten Punkt der Fläche 
wie durch ein Nadelöhr hindurch gezogen, ſo daß nur das die beiden 
Punkte verbindende Stück auf der Fläche bleibt, ſo wird man, ſo lange 
dasſelbe noch keine kürzeſte Verbindung der Punkte auf der Fläche dar- 
ſtellt, immer noch ein Stück durch dieſen Punkt hindurch ziehen können; 
offenbar hat dieſes Durchziehen aber einmal ein Ende, da der Faden 
doch nicht unendlich lang iſt, und dann ſtellt er eine ſolche kürzeſte Ver- 
bindung dar. Es kann nun wohl ſein, daß dieſe kürzeſte Linie noch 
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auf der Fläche bewegt werden kann, ohne aufzuhören die Verbindung 
dieſer Punkte zu ſein, und dann giebt es unendlich viel kürzeſte Ver⸗ 
bindungen zwiſchen dieſen Punkten; es kann aber auch der Fall einer 
diskreten Anzahl kürzeſter Verbindungen zweier Punkte auf derſelben 
Fläche eintreten. Ein Beiſpiel erſter Art iſt die kürzeſte Verbindung 
der Endpunkte eines Kugeldurchmeſſers auf der Kugelfläche; ein Beiſpiel 
zweiter Art liefert die kürzeſte Verbindung der Endpunkte einer Achſe 
eines Ellipſoids auf der Oberfläche desſelben. Ich ſollte alſo meinen, 
es ſei eine notwendige Konſequenz meiner Abſicht, und keine Willkür 
oder Inkonſequenz, daß ich zunächſt nur dieſe Exiſtenz von wenigſtens 
einer Minimalverbindung zweier Punkte als Axiom aufſtelle, zumal 
dieſe Vorausſetzung hinreicht, um den Begriff der Diſtanz und der 
Figur aufzuſtellen. Daß nun das ſechste Axiom wieder der anſchau— 
lichen Vorſtellung derſelben Linie entlehnt iſt, welche zu dem erſten führt, 
thut dem Werte desſelben keinen Eintrag, denn es iſt keineswegs not— 
wendig, daß die Punkte auf einer kürzeſten Linie ihrer Lage nach durch 
ihre Diſtanz von zweien Punkten derſelben beſtimmt ſind, und es lohnt 
ſich darum wohl, darzuthun, daß und wie durch die vorausgeſetzten 
Daten auch die Eigentümlichkeit des Raumes bedingt iſt, daß der Ort 
aller durch ihre Diſtanz von zwei feſten Punkten beſtimmten Punkte 
zugleich die einzige Linie iſt, durch welche dieſelben ihre kürzeſte lineare 
Verbindung erhalten. 

Wie daraus, daß wir die Linieneinheit wählen können, folgen ſoll, 
daß wir „die Welt beliebig vergrößern und verkleinern können“, und 
daß das Minimum „keine abſolute Größe ſei“, iſt mir unerfindlich. Wenn 
ich derartiges meinen Schülern vorbrächte, würde ich jedenfalls eine ſehr 
heitere Stimmung hervorrufen. Übrigens hätte ich gar nichts dagegen, 
wenn ich durch paſſende Wahl der Linieneinheit, die Diſtanz zwiſchen 
Wertheim und andern Orten beliebig verkleinern könnte. 

Herr Hoppe ſchließt ſeine Belehrung mit den Worten: 

„Durch die Auffaſſung der Axiome als Hypotheſen gelangen wir 
erſt zur vollen Aufrichtigkeit gegen die Schüler; die Ambition des abſo⸗ 
luten Wiſſens, welche noch nie der Einſicht förderlich geweſen iſt, wird 
dadurch als Sebſttäuſchung verurteilt“. 

Dem ſetze ich entgegen: Nehmen wir den Schülern die Überzeugung 
von der Zuverläſſigkeit anſchaulich evidenter Erkenntnis, ohne ihnen zu⸗ 
gleich auf demſelben Weg zu zeigen, worin die Möglichkeit eines Irr— 
tums begründet ſein könne, und wie im einzelnen Falle aus einer 
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unzureichenden Beobachtung die falſche Überzeugung von der Evidenz 
eines nur bedingungsweiſe richtigen Urteils hervorgehen kann!), jo ziehen 
wir ihnen jeden feſten Boden unter den Füßen weg und nehmen ihnen 
dadurch jede Luſt zu weiterer Forſchung. Sollte aber, was ja auch in 
der Prima eines Gymnaſiums kaum vorkommen dürfte, etwa ein ganz 
beſonders philoſophiſch beanlagter Schüler einmal nach der Berechtigung 
zu dieſem Anſpruch auf unmittelbare Evidenz für ſo viele oft nur aus 
oberflächlicher Beobachtung entſpringende Urteile fragen, ſo verweiſe man 
ihn auf die Antwort, die auf dieſe Frage der tiefſte, gründlichſte und 
zugleich gewiſſenhafteſte aller Denker, Immanuel Kant, gegeben hat, 
und er wird erſt dann ſich der Grenzen und der relativen Natur alles 
menſchlichen Erkennens bewußt werden. 

Während die Umwandlung der Axiome in Hppotheſen bis jetzt 
nichts erzeugt hat, als eine Reihe der verrückteſten Spekulationen, die 
je für Wiſſenſchaft ausgegeben worden ſind, wird er ſich beſcheiden und 
vor dem vergeblichen Verſuche deduktiver Welterklärungen bewahrt wer- 
den durch die Einſicht, welche der genialſte, konſequenteſte und ehrlichſte 
Nachfolger Kants in den Worten ausgedrückt hat: „Welche Fackel wir 
auch anzünden, und welchen Raum ſie auch erleuchten mag; ſtets wird 
unſer Horizont von tiefer Nacht umgrenzt bleiben“. 


2. 


Mit dem beſprochenen Vorurteile in innigſtem Zuſammenhange 
ſteht das andere, durch den Unterricht in der Geometrie, beſonders durch 
die ſcharfen Definitionen und die ſtrengen Beweiſe werde das logiſche 
Denken und das, was man gewöhnlich Verſtand nennt, ganz außer- 
ordentlich geübt und geſchärft. So fügt Herr Provinzial-Schulrat 
Schrader in ſeiner Pädagogik dem Tadel derjenigen Lehrer der Mathe— 
matik, welche um doch wenigſtens etwas in ihrem Fache zu leiſten, ſich 
nur noch mit den für ihre Demonſtrationen beſonders begabten Schülern 
befaſſen, die folgende Bekräftigung bei: „Denn ſeine Aufgabe iſt nicht, 
die Mathematik zu lehren, ſondern durch die Mathematik den Geiſt zu 
bilden“. Will man nun (wenn man ſich etwa des Voltaireſchen 


*) So wird z. B. wer nur an Flächen von einfachem Zuſammenhange denkt, 
dem nur für dieſe richtigen Urteile unmittelbare Evidenz zuſchreiben: „Jede in einer 
Fläche verlaufende, geſchloſſene und ſich ſelbſt nicht ſchneidende Linie, ſchließt einen 
Teil der Fläche vollſtändig ein“. 
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Ausſpruchs erinnert: „Die Mathematik läßt den Verſtand wie fie ihn 
findet“) aus dem Buche ſelbſt Belehrung über diejenigen Richtungen 
des menſchlichen Geiſtes ſchöpfen, welche weſentlich nur durch Mathe— 
matik ausgebildet werden können — denn das würde doch allein zu der 
Herbeiziehung eines Lehrfaches berechtigen, das man nicht ſeiner ſelbſt 
wegen treibt, ſo ſucht man durchaus vergebens danach. Denn dem 
Unterricht der Mathematik werden zwar eine Reihe wohlthätiger Ein- 
wirkungen auf die Ausbildung des Verſtandes zugeſchrieben, aber zugleich 
dargethan, daß alle dieſe Einwirkungen durch den Unterricht in den 
alten Sprachen in viel ausgiebigerer und zugleich anregenderer Weiſe 
hervorgebracht werden. In der That kann ja nicht wohl geleugnet 
werden, daß ein gut geleiteter Unterricht in der Mathematik ebenſo gut 
wie jeder andere wiſſenſchaftliche Unterricht von großem Einfluſſe auf 
die Entwickelung des Geiſtes fein muß. Was aber durch dieſen Unter- 
richt und ganz beſonders durch den Geometrie-Unterricht vorwiegend 
ausgebildet wird, ſind hauptſächlich gerade nur diejenigen Geiſteskräfte, 
welche ausſchließlich bei der Mathematik und denjenigen Disziplinen 
zur Anwendung kommen, die ſich der Mathematik als Hilfswiſſenſchaft 
bedienen. Denn nur bei geometriſchen und verwandten Unterſuchungen 
iſt man in der Lage, ſein Wiſſen „durch die Konſtruktion der Begriffe“, 
d. h. durch logiſche Deduktionen zu erweitern, die nicht von allgemeinen 
Begriffen ausgehen, ſondern von beſtimmten vorgezeichneten Figuren, 
über die gewiſſe Vorausſetzungen gemacht werden, an denen oft auch 
noch Hilfslinien anzubringen ſind, die es allein möglich machen, auf 
Grund bekannter räumlicher Beziehungen die vorausgeſetzten Daten ſo 
zu gruppieren, daß Schlüſſe gezogen werden können, durch die man 
wieder die Ober- oder Unterſätze zu neuen Schlüſſen gewinnt. Es iſt 
ja gerade eines der Hauptverdienſte Kants, gezeigt zu haben, daß die 
Mathematik nur ſcheinbar eine Wiſſenſchaft aus Begriffen iſt, in der 
That aber keinen Schritt weiter geht, ohne auf die Anſchauung zurück 
zu gehen, während man durch bloße Anwendung der logiſchen Denk— 
thätigkeit über die Begriffe, von denen man ausgegangen, gar nicht 
hinauskommen kann. Das mathematiſche Denken, ſoweit es auf Er- 
weiterung der Wiſſenſchaft gerichtet, iſt von jeder andern Denkthätigkeit 
fo himmelweit verſchieden, daß es in keiner Weiſe als Vorbereitung zu 
irgend einer andern wiſſenſchaftlichen Thätigkeit dienen kann, ja bei ein⸗ 
ſeitiger Ausbildung desſelben geradezu hindernd im Wege ſteht, wie denn 
auch gar oft ganz vorzügliche Mathematiker ſich im praktiſchen Leben, 
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ſobald ſie aus ihrer eigentlichen Sphäre heraustreten, als unpraktiſch, 
eckig und unbehilflich erweiſen. Das Weſentliche bei allem wiſſenſchaft— 
lichen Denken beſteht nicht in dem Ziehen von Schlüſſen, wenn die 
Prämiſſen gegeben find, ſondern in dem Ausfindigmachen der Prämiſſen, 
die zu Schlüſſen führen. „Aus gegebenen Prämiſſen einen richtigen 
Schluß ziehen kann jeder Tropf“, ſagt Schopenhauer irgendwo. Das 
Ausfindigmachen der Prämiſſen aber erfordert Urteilsfähigkeit und 
Beobachtungsgabe, welche allein befähigen, die überall ſprudelnden 
Quellen des Irrtums möglichſt zu vermeiden. Wie ſoll aber ein Unter— 
richt dazu befähigen, der nicht bloß die Prämiſſen zu jedem Schluſſe 
ſelbſt giebt, ſondern auch noch die Schlüſſe ſelbſt zieht, ſo daß der 
Schüler nichts zu thun hat als den vorgezeichneten Gang nachzugehen, 
durch den ihm jede Möglichkeit des Irrtums geradezu genommen iſt. 
Der leider anonym gebliebene engliſche Verfaſſer der auch von Schopen- 
hauer rühmlichſt erwähnten Abhandlung, welche unter dem Titel „Über 
den Wert und Unwert der Mathematik als Mittel der höheren geiſtigen 
Ausbildung“ im Jahre 1836 (Kaſſel, im Verlage von J. J. Bohne) 
ebenfalls anonym in deutſcher Überſetzung erſchienen iſt, vergleicht darum 
nicht mit Unrecht das Verfahren, das Denkvermögen durch Mathematik 
zu bilden, mit demjenigen, das Schwimmen durch Vorübungen in einer 
Truhe voll Queckſilber, in welchem das Sinken unmöglich iſt, zu lehren. 
Gilt auch vieles, was in dieſem Schriftchen gegen die Verwendung der 
Mathematik als Bildungsmittel vorgebracht wird, nur für einen geo— 
geometriſchen Unterricht nach der Methode des Euklid, und nur für 
einen ſolchen, der vor lauter Demonſtrationen zu keiner Anwendung des 
Erlernten kommt, womit erſt dem angehenden ſelbſtändigen Geometer 
vielfach Gelegenheit gegeben wird, ſeine Urteilskraft, ja ſogar ſeine 
Beobachtungsgabe zu ſchärfen, um den auch hier nicht ganz verſchloſſenen 
Quellen des Irrtums aus dem Wege zu gehen und feine Erkenntniſſe 
ſelbſtändig zu erweitern, ſo wird doch derjenige, welcher dies Schriftchen 
ohne vorgefaßte Meinung lieſt und hinreichende eigene Erfahrung auf 
dem Gebiete des mathematiſchen Unterrichts beſitzt, daraus erſehen, daß 
durch Mathematik weſentlich nur diejenigen Geiſteskräfte ausgebildet 
werden, welche ausſchließlich bei dem weitergehenden Studium der 
Mathematik zur Geltung kommen, während für die allgemeinere Geiſtes⸗ 
bildung aus ihrem Studium nur ſo viel gewonnen wird, wie aus jeder 
andern ſpeziellen Wiſſenſchaft. Dieſer Gewinn wird um ſo größer 
ſein, je mehr man darauf Bedacht nehmen wird, die Mathe— 
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Erlernten mit dem früheren ſtets aufrecht zu erhalten, glauben viele 
Lehrer der Mathematik, der Lehrbücher ganz entbehren oder ſich auf 
Aufgabenſammlungen und ſolche Lehrbücher beſchränken zu dürfen, die 
nur einige Hauptreſultate und dürftige Skizzen bringen. 

Das mag für beſonders begabte Schüler auch hinreichen; denn 
dieſe laſſen den einmal ergriffenen Faden von ſelbſt nicht mehr fallen 
und finden meiſt in ſich ſelbſt die Mittel, die durch die Vergeßlichkeit 
entſtandenen Lücken jederzeit wieder auszufüllen, beſonders wenn der 
Unterricht ein guter und anregender iſt und einerſeits bei jedem neuen 
Theorem den Zuſammenhang mit den früheren nach allen Richtungen 
nachweiſt, andererſeits an jedes neue Theorem die Verwertung desſelben 
zur Löſung praktiſcher Aufgaben anſchließt. Aber die minder begabten 
Schüler, und das iſt nicht ſelten die ganze Klaſſe, immer aber ein ſehr 
großer Teil derſelben werden auf dieſe Weiſe nur ſehr wenig gefördert 
und verlieren meiſtens allen Mut und alle Luſt, dem Unterrichte weiter 
zu folgen, da fie ſelbſt beim größten Fleiße einmal eingeriſſene Gedächt- 
nislücken nicht wieder ſelbſtändig auszufüllen vermögen. Wenn freilich 
der Lehrer, was auch zuweilen der Fall iſt, ſich auf ein ganz kleines 
Penſum beſchränkt, das er ſo oft wiederholt und ſo breit tritt, daß es 
ſchließlich jedem zum Ekel wird, ſo wird zwar dieſem Übelſtand einiger⸗ 
maßen abgeholfen; der Unterricht hat aber dann auch einen ſehr ge— 
ringen Wert. 

Was viele abhält, ein ausführliches Lehrbuch der Geometrie, das 
namentlich auch die Beweiſe in voller Ausführlichkeit enthält, ihrem 
Unterrichte zugrunde zu legen, iſt der Umſtand, daß allerdings manche 
Schüler dadurch in den Irrtum verfallen, ſie könnten ſich den Inhalt 
desſelben ähnlich wie etwa die Grammatik oder Geographie durch bloßes 
Auswendiglernen aneignen, und durch bloß gedächtnismäßiges Herſagen 
des Beweiſes die Meinung erwecken, als hätten ſie ihn verſtanden. 
Dem iſt aber ſehr leicht zu begegnen, wenn der Lehrer beim mündlichen 
Vortrage, ſowie bei der Repetition durch andere Wahl der Figuren und 
Buchſtaben von der Darſtellung im Buche abweicht, überhaupt beim 
Unterrichte das Buch ſelbſt nur dann benutzt, wenn es ſich darum han⸗ 
delt, den Schülern zu zeigen, wie dasſelbe von ihnen bei der Repetition 
zu benutzen ſei, oder auch um ſie dasſelbe richtig leſen zu lehren, was 
bei Tertianern beſonders häufig nötig ſein dürfte. Bedient man ſich 
aber gar keines Buches, ſo werden auch bei der beſten Methode und 
dem klarſten und präziſeſten Vortrage mittelmäßig begabte Schüler ſelbſt 
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beim beſten Willen dem Unterrichte auf die Dauer nicht folgen können. 
Gar häufig wird der Lehrer die Erfahrung machen können: Geſetzt, er 
habe irgend ein Theorem, das eines einigermaßen komplizierten Be⸗ 
weiſes bedarf, vollſtändig und gründlich durchgeſprochen und nach allen 
Seiten beleuchtet, jo daß er aus den Antworten, die er von den Schü- 
lern auf alle dahin gehörigen Fragen erhalten, die Überzeugung ge⸗ 
wonnen hat, diesmal ſei neun Zehnteln der Klaſſe alles vollkommen 
klar geworden. Kommt er dann in der nächſten Stunde, die erſt drei 
oder vier Tage ſpäter ſtattfindet, wieder auf dasſelbe Thema und läßt 
ſich nun den Beweis — nicht von den zwei oder drei beſten — ſon— 
dern von einem der übrigen Schüler wiederholen, ſo wird derſelbe eine 
unglaubliche Unwiſſenheit über das vorgelegte Thema entwickeln und die 
zehn folgenden, die ihm nacheinander beiſtehen ſollen, werden nichts 
Beſſeres vorzubringen wiſſen, wenn nicht endlich einer der beſonders 
begabten (ſehr oft iſt dies nur einer, noch häufiger gar keiner) aus der 
Patſche hilft. Und doch hatten in der vorigen Stunde alle ſelbſt ge— 
glaubt, ſie hätten den Beweis ganz gut verſtanden, weil ihnen jeder 
einzelne Schluß ganz klar war, als ihn der Lehrer vorgebracht hatte. 
Aber über die drei Tage iſt ihnen der Faden verloren gegangen, welcher 
die einzelnen Schlüſſe verband und ſomit das Ganze zerfallen. Aus 
der Figur, die vielleicht im Gedächtnis haften geblieben und einzelnen 
Daten, die ihnen, als mit dem Beweiſe zuſammenhängend, noch erinner- 
lich, kann aber nur der vorwiegend geometriſch begabte ſich wieder zu— 
recht finden; die andern wiſſen weder, wo anfangen, noch wie fortſetzen. 
Hat aber ein fleißiger, wenn auch nur ſchwach begabter 
Schüler den ganzen aus dem lebendigen Vortrag einmal ver— 
ſtandenen Beweis in ſeinem Buche vollſtändig vorliegen, ſo 
wird er ihn ſich zu Hauſe ſo oft wiederholen, bis er ihn nicht 
bloß im Einzelnen, ſondern im Zuſammenhange vollſtändig 
begriffen und dadurch zu ſeinem geiſtigen Eigentume gemacht 
hat, das er mit Hilfe dieſes Buchs auch dann jederzeit wieder 
neu erwerben kann, wenn ſein Gedächtnis nichts mehr davon 
aufbewahrt. Denn iſt es auch richtig, daß man die Mathematik nicht 
durch Auswendiglernen, alſo lediglich auf Grund eines guten Gedächt⸗ 
niſſes erlernen kann, jo bedarf man doch ſehr des Gedächtniſſes, um 
ihre Lehren zu behalten, und zwar ſowohl zum Behalten der Sätze als 
der Beweiſe. Wer aber nicht ein ſo gutes Gedächtnis für dergleichen 
Dinge beſitzt (und es hat nicht jeder für alles gleich gutes Gedächtnis), 
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der muß feine Zuflucht nehmen zu einem Buch, wo er das, was er ſich 
einprägen und behalten ſoll, vollſtändig ausgeführt findet. Ich ſpreche 
hier auf Grund langjähriger eigener Erfahrung. Denn ich ſelbſt hatte 
lange an der Meinung feſtgehalten, der Schüler müſſe in der Schule 
ſelbſt den Gegenſtand ſich ſo vollkommen aneignen, daß er dauernd 
haften bleibe, habe aber mehr und mehr mich überzeugt, daß dies nur 
bei ganz außergewöhnlicher Begabung möglich iſt, oder auch dann, wenn 
man ſich immer in demſelben kleinen Kreiſe weniger leichter Sätze be- 
wegt, und im Grunde alſo nichts leiſtet, was für irgend einen Schüler 
einen andern Nutzen haben könnte, als daß er etwa wieder in derſelben 
Weiſe andere drillen kann. Daß nicht bloß junge, ſondern auch alte 
Lehrer, wie mir ein Rezenſent vorhält, trotz langjähriger Erfahrung 
ohne Lehrbuch dozieren oder mit bloßen Diktaten oder kurzen Leitfäden, 
welche die Beweiſe andeuten, auszureichen glauben, beweiſt nichts gegen 
die Richtigkeit meiner Erfahrungen. Denn ſehr viele machen eben in 
ihrem ganzen Leben keine Erfahrungen, weil ihnen die Einſicht in den 
kauſalen Zuſammenhang der Erſcheinungen fehlt oder verkümmert iſt. 
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Auszüge 
aus den öffentlichen Beurteilungen der Lehrbücher 


von 


Johann Karl Becker. 


Außer dem bei Karl Schoch in Schaffhauſen 1872 erſchienenen Leit⸗ 
faden der Geometrie für Mittelſchulen (Planimetrie und Stereometrie 
umfaſſend) hat derſelbe folgende Lehrbücher herausgegeben: 

1. Die Elemente der Geometrie auf neuer Grundlage ſtreng deduktiv 
dargeſtellt. Bd. I. Berlin, Weidmann. Preis 7 M. 

2. Lehrbuch der Elementarmathematik für den Schulge— 
brauch. Im gleichen Verlage in fünf einzeln verkäuflichen Büchern er⸗ 
ſchienen, nämlich: 

I. Teil. Lehrbuch der Arithmetik und Algebra. 
1. Buch. Das Penſum der Tertia und Sekunda. (Preis 1 M. 60 Pf.) 
2. Buch. Das Penſum der Prima. (Preis 1 M. 60 Pf.) 

II. Teil. Lehrbuch der Elementargeometrie. 

1. Buch. Das Penſum der Tertia und Unterſekunda. (Preis 1 M. 60 Pf.) 

2. Buch. Das Penſum der Oberſekunda. (Preis 2 M.) 

3. Buch. Das Penſum der Prima. (Preis 2 M. 40 Pf.) 


1. 


Über die „Elemente der Geometrie auf neuer Grundlage“ bringen Re⸗ 
ferate: Die Fortſchritte der Mathemathik (IX, 2), das Bulletin des scien- 
ces mathématiques et astronomiques par M. G. Darboux, J. Hoiiel et 
J. Tannery (2° serie, t. I 1877), die Zeitſchrift für das Gymnaſialweſen 
von Hirſchfelder und Kern, die Zeitſchrift für mathem. und naturw. Unter⸗ 
richt von J. C. V. Hoffmann, das Zentralorgan für die Intereſſen des 
Realſchulweſens, das Archiv für reine und angewandte Mathematik, die 
Jenaer Litteraturzeitung, die Gaea, die allgemeine Schulzeitung von 
Dr. K. V. Stoy. Endlich hat der Verfaſſer ſelbſt in dem „Repertorium 
für reine und angewandte Mathematik“ von Königsberger und Zeuner 
(I, ©. 35) ein Referat veröffentlicht, das Veranlaſſung, Zweck und Inhalt 
des Werkes kurz angiebt. 
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Von den genannten Zeitſchriften geben zunächſt die „Fortſchritte der 
Mathematik“ eine ausführliche Aufzählung der Axiome und ein ſehr knappes 
Referat über den Inhalt, ohne jedes Urteil. 

Die ausführliche Kritik in der genannten franzöſiſchen Zeitſchrift rührt 
von Herrn Dr. S. Günther, Prof. am Gymnaſium in Ansbach, her. Sie 
beginnt damit, die prinzipielle Verſchiedenheit zwiſchen den Anſichten des 
Referenten über die Quelle des math. Wiſſens und denen des Verfaſſers 
auseinanderzuſetzen und fährt dann fort: 

„Au point de vue pédagogique, comme au point de vue mathé- 
matique, nous sympathisons entièrement avec l’auteur; mais au point de 
vue de cette branche de la science, que Pon a assez improprement 
nommée la metaphysique de la Geometrie, nous considererions comme 
très-regrettable qu'une répugnance systématique,“) comme celle que 
l’on rencontre chez M. Becker, pour examen des sources de hos con- 
naissances, se répandit généralement. 

„Ayant ainsi expliqué en quoi notre point de vue differe de 
celui de Pauteur, nous nous ästreindrons, dans ce qui va suivre, à 
accepter complétement sa base pour la nötre, et à examiner jusqu'a 
quel point il est resté fidèle à la marche qu'il s'est traede. Nous 
commencerons par declarer qu’ä notre avis il a, sous ce rapport, par- 
faitement réussi, et que nous avons vraiment affaire à une nouvelle 
erdation, qui s'imposera méme à attention des personnes assez nom- 
breuses qui sont par principe les adversaires de cette methode.“ Dann 
folgen weitere Ausführungen. 

Am Schluß kommt noch folgende Bemerkung: 

„Les savants des pays voisins de race latine avaient eu jusqu’ä 
ces derniers temps sur leurs confrères d’Allemagne P'avantage incon- 
testé d'écrire leurs Traités avee plus de clarté. De nombreux livres 
d'enseigvement publiés dans ces dernières années témoignent que les 
auteurs allemands apprennent peu à peu à suivre exemple de leurs 
émules. Parmi ces livres ’Ouvrage que nous venons d'analyser a sans 
aucun doute le droit de figurer.“ 

Da dieſes Referat zwar in franzöſiſcher Sprache geſchrieben iſt, aber 
doch von einem Deutſchen herrührt, ſo ſei noch bemerkt, daß in der Vor⸗ 
rede zu den „Eléments de Geometrie par A. M. Legendre, revus et mis 
en rapport ‚avec les méthodes scientifiques modernes par H. Girard 
(Capitaine en premier du Genie, Professeur à l’Ecole, militaire, aneien 
professeur de Mathématiques supérieures et de Mécanique), Namur 1881“ 
Herr Girard diejenigen, welche ſich für den Fortſchritt der Elementargeo⸗ 
metrie intereſſieren, auf das obige Buch ganz beſonders aufmerkſam macht. 

Herr Prof. Dr. Günther iſt auch der Referent für die „allgem. Schul⸗ 
zeitung“ und ſchließt das dort veröffentlichte kurze Referat mit den Worten: 


*) Nämlich gegen die ſogenannte „abſolute Geometrie“ und eine Philoſophie 
wie die von Benno Erdmann. 
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„Wenn auch nicht als Lehrbuch, jo doch als Handbuch für Lehrer und 
gereifte Schüler werden Beckers Elemente treffliche Dienſte leiſten“. 

In dem Archiv für reine und angewandte Mathematik (61. Teil, 
Heft 4, S. 40) ſagt der Herausgeber, Herr Prof. Dr. Hoppe: 

„Das vorliegende Werk iſt eine entfaltete Darlegung der Prinzipien 
der Geometrie nach ihrem logiſchen Inhalt. Um das vorgeſetzte Ziel zu er⸗ 
reichen, iſt der pädagogiſche ſowie der ſyſtematiſche Geſichtspunkt ganz bei 
Seite gelaſſen. Die Aufgabe ſtellt zu große Anforderungen, als daß ſie 
ohne vorgängige Trennung der Geſichtspunkte gelöſt werden könnte. Manche 
Verſuche in gleichem Sinne ſind in neueſter Zeit zu Tage getreten. Die 
gegenwärtige Bearbeitung möchte wohl eine vor allen früheren hervorragende 
Leiſtung zu nennen ſein. Es ſind darin die geſamten prinzipiellen Fragen 
aus dem Verſteck ans Licht gezogen, in vortrefflicher Klarheit, ohne Entſtellung 
der Thatſachen durch eingemiſchte Strebungen, aufgefaßt und in einfachſter 
Form durch didaktiſche Aufftellungen gelöft. Der Verfaſſer räumt gern die 
Möglichkeit von Irrungen ein, indem er ſich trotzdem bewußt iſt einen ge⸗ 
ſicherten Fortſchritt gethan zu haben; denn ſein Werk iſt kein künſtlicher Bau, 
der zuſammenbricht, wenn eine Stütze verſagt; nichts iſt auf die Spitze des 
Wortes geſtellt, vielmehr alles im freien Gedanken, den Gegenſtand und die 
Aufgabe vor Augen, zur Reife gebracht, dann erſt in die geeignete Darſtellungs⸗ 
form gebracht. Es tritt uns darin die große Überlegenheit derjenigen Logik, 
welche erſt denkt, dann ſpricht, über die gewöhnliche formelle Logik, welche 
nur innerhalb der oft ſehr zufälligen Grenzen des Wortes zu denken vermag, 
recht deutlich entgegen. In Verbindung hiermit ſteht wohl auch die Anſicht 
des Verfaſſers über die Axiome, daß, wofern ſie nur ſind, was ſie ſein ſollen, 
nämlich von ſelbſt einleuchtend, wir nicht ſo wenige, ſondern ſo viele als 
möglich ſtatuieren müßten. Er ſtellt deren ſieben oder acht auf, iſt aber 
ſtets bereit ein neues hinzuzufügen. Auf die Geneſis der Begriffe und der 
den Axiomen zugrunde liegenden Erfahrungen geht er nicht ein, nimmt 
vielmehr deren Reſultate auf, ſoſern die Deutlichkeit eines jeden unbeſtritten 
iſt; gleichwohl iſt in den Herleitungen die Leitung durch die Geneſis oft zu 
erkennen. Der Stoff des Buches, in welchem Planimetrie und Stereo⸗ 
metrie ungetrennt erſcheint, iſt zu ausgedehnt und mannichfaltig, um den 
beſondern Inhalt vorführen zu können; vieles iſt darin originell inſtruktiv, 
manches ſogar unmittelbar für die Schule verwendbar. Zu letzterem iſt die 
Erklärung des Winkels zu rechnen. Es wird unbedenklich ausgeſprochen: 
Der Winkel iſt die Winkelfigur; mit der Länge der Schenkel macht man 
ſich nur nichts zu thun — unbedenklich und mit Recht, denn die Größ 
des Winkels muß unter allen Umſtänden durch die Bedingung der Ge 
heit und Ungleichheit beſonders definiert werden.“ 

Eine ſehr ausführliche Rezenſion (zehn Seiten lang) liefert geh 
Dr. Killing in der Hoffmannſchen Zeitſchrift. Dieſelbe ſchließt mit den 
Worten: 

„Blicken wir noch einmal auf die ganze Beſprechung zurück, ſo müſſen 
wir allerdings geſtehen, daß wir dem Werke ein unbedingtes Lob nicht er⸗ 
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teilen können. Wir glauben jedoch genug Gründe hervorgehoben zu haben, 
aus denen wir es in den Händen vieler Lehrer ſehen möchten. Die An⸗ 
ſicht des Herrn Verfaſſers, daß ein praktiſcher Lehrer manches in dem Buche 
finden werde, was er beim Unterrichte verwenden könne, wird gewiß allen 
Leſern als viel zu beſcheiden erſcheinen. Auch in der Hand fähiger Schüler 
dürfte das Werk von großem Nutzen ſein, da es ſie in ſchwierige Partien 
einzuführen und im ganzen zu einem ſtrengen Beweisverfahren anzuleiten 
vermag. Wir wünſchen demſelben eine weite Verbreitung.“ 

Die „Gaea“ (Jahrg. 1877, S. 771) ſagt darüber: 

„Der Verfaſſer als ſcharfer, philoſophiſcher Denker bekannt, liefert in 
dieſem Lehrbuche in einer ihm eigentümlichen Weiſe eine Entwickelung der 
Elementargeometrie, die auch ſehr hohen Anforderungen wohl genügen dürfte. 
Das Buch iſt nicht für Anfänger beſtimmt, aber recht geeignet, dem weiter 
Fortgeſchrittenen von höheren Geſichtspunkten aus, als ſehr anregendes Hilfs⸗ 
mittel zu tieferem, wiſſenſchaftlichem Studium zu dienen.“ 

In dem Zentral⸗Organ für die Intereſſen des Realſchulweſens (VIII, 
S. 254 — 256) giebt Herr Dr. Fr. Poske nach einer dreimal fo, langen 
Kritik der philoſophiſchen Anſichten des Verfaſſers und einiger aus dem Zu- 
ſammenhang herausgeriſſenen Stellen der Einleitung das folgende Urteil 
über das Buch ſelbſt ab: 

„Erſcheint die Anſchauung bei der bisherigen Entwickelung in Wahrheit 
„von einem böſen Geiſt im Kreis herumgeführt“, ſo bewährt ſie ſich da⸗ 
gegen in den übrigen Ausführungen des Buches als ungemein fruchtbar 
und ausgiebig. Die thunlichſte Ablöſung der Lehrſätze von der arithmetiſchen 
Beweisform, die Zurückführung derſelben auf rein anſchauliche Operationen 
mit den einfachſten Gebilden, wie ſie die neuere Geometrie inauguriert hat, 
iſt in dem Buche mit großer Konſequenz angeſtrebt. Die formale Bedeu⸗ 
tung der befolgten Methode liegt darin, daß ſie auch bei dem Beweisver⸗ 
fahren aus der Anſchauung den ſtreng logiſchen Charakter der Schlußweiſe 
durchſichtig macht; die gegebenen Entwickelungen können in der That darauf 
Anſpruch machen, eine ſtreng deduktive Darſtellung des Stoffes zu ſein. — 
Das Buch iſt nicht für den Unterricht beſtimmt, ſondern giebt ſich als ſelb⸗ 
ſtändige Abhandlung; gleichwohl wird man vielfach in den Abſchnitten über 
die ſymmetriſchen Figuren, noch mehr in denen über die räumlichen Gebilde 
anregendes und auch für den Unterricht brauchbares finden. Beachtenswert 
iſt namentlich die Definition der Ebene als Kegelfläche, welche der eine 
Schenkel eines rechten Winkels beſchreibt, wenn derſelbe um den andern 
Schenkel als Axe gedreht wird (man vgl. Worpitzky); die klare und ſchöne 
Ableitung der Hauptſätze über die Ebene aus dieſer Definition; die Be⸗ 
trachtungen der Ebenenbüſchel und der Symmetrieebenen; die Sätze über 
Cylinder⸗ und Kegelflächen. Den Schluß bilden Unterſuchungen über gleich⸗ 
eckige und gleichflächige Polyederflächen von einfachem Zuſammenhang, ſowie 
über Polyeder mit dreifach zuſammenhängender Oberfläche. Alles in allem 
genommen, iſt das Buch als eine willkommene Erweiterung der mathe⸗ 
matiſchen Litteratur zu begrüßen.“ 
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Noch mehr als die Herren Poske, Killing und Günther zieht Herr 
P. Langer in der Jenaer Litteraturzeitung (1877, S. 260 —262) gegen 
einige Bemerkungen in der Vorrede zu Feld, um dann doch mit der fol- 
genden anerkennenden Beurteilung des Werkes ſelbſt zu ſchließen: 

„Was die einzelnen Axiome ſonſt anlangt, ſo ſind ſie ſehr anſchaulich 
gehalten. Nur könnte im Sinne des Verfaſſers das fünfte Axiom direkt 
als Axiom von der Ebene benutzt werden, indem geſagt wird: „alle Punkte, 
welche durch ihren Abſtand von zwei feſten Punkten nicht völlig beſtimmt 
ſind und von den beiden Punkten denſelben Abſtand haben, erfüllen ſtetig 
eine ohne Ende ausgedehnte Fläche, welche durch die Mitte des Abſtandes 
der beiden Punkte geht.“ Gegen die Ableitung der Sätze iſt ſonſt wenig 
einzuwenden, vielmehr find alle von anerkennenswerter Klarheit und viel 
leicht grade für den Unterricht am geeignetſten. Nur möchte Referent eine 
größere Gliederung gern ſehen in ähnlicher Weiſe wie es im kleinen von 
Kambly durchgeführt iſt. Die Sätze könnten hinſichtlich ihrer Bedeutung 
vielleicht auch äußerlich anſchaulich durch verſchiedenen Druck mehr charakte⸗ 
riſiert werden. Das Werk iſt ſonſt eine beachtenswerte Erſcheinung, es 
teilt die Anſchaulichkeit mit des Verfaſſers ſonſtigen kleineren Schriften, 
die alle nur von leidenſchaftlicher Polemik gegen die moderne Raumauf⸗ 
fafjung*) durchglüht find. Und fo ſei denn dieſes Werk allen „esprits de 
bonne foi“ empfohlen. Der Gegenſatz zur abſoluten Geometrie, die ja 
immerhin eine ſolche Bedeutung wie die reformierte Euklidiſche nicht beſitzt, 
bezieht ſich ja nur auf die Axiome; vielleicht wird in ſpäteren Auflagen 
dieſer Gegenſatz weniger ſchroff hervortreten und am Ende ganz verwiſcht 
werden. Dazu iſt nur nötig, daß die Axiome als anſchaulich hypothetiſch 
erkannt werden, daß zugegeben wird, daß die Geometrie des Verfaſſers des⸗ 
halb die am meiſten geltende bleibt, weil ſie unſerer Anſchauung am meiſten 
entſpricht und nicht weil es fo fein muß.“) Das iſt in letzter Inſtanz 
der ganze Unterſchied.“ 


2. 


Über die Lehrbücher für den Schulgebrauch bringen außer einem Teil 
der genannten Zeitſchriften noch Referate: die (öſterreichiſche) Zeitſchrift für 
das Realſchulweſen, die Zeitſchrift für öſterreichiſche Gymnaſien, die Zeit⸗ 
ſchrift für bayeriſche Gymnaſien, das pädagogiſche Archiv, die pädagogiſchen 
Jahresberichte, der „Wegweiſer durch die pädagogiſche Litteratur“ und das 
„Pädagogiſche Litteraturblatt“ von Dr. Werner Werther (Hannover). 

In dem letztgenannten (Jahrg. I, S. 131) findet ſich über die vier 
erſten Bücher das folgende Referat: 

„Der Verfaſſer der vorliegenden Lehrbücher hat bei Abfaſſung dieſes 


*) Nämlich die der Herren Friſchauf, Langer, Roſanes ꝛc. und ihres Philoſophen 
Benno Erdmann. 
**) Was übrigens der Verfaſſer nie behauptet hat. 
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neueſten Werkes nicht bloß Gymnaſien, ſondern auch Realſchulen und Real⸗ 
gymnaſien im Auge gehabt und ſetzt ſeitens der Lernenden diejenigen Kennt⸗ 
niſſe voraus, „welche ein normaler Schüler beim Eintritt in die Untertertia 
eines Gymnaſiums oder einer Realſchule I. Ordnung mitbringt“. Nament⸗ 
lich aber ſollen dieſe Lehrbücher auch zum Selbſtſtudium für fähige Schüler 
dienen. „Um den verſchiedenen Bedürfniſſen der verſchiedenen Klaſſen ge⸗ 
recht zu werden“, ſind beide Lehrbücher je „in zwei einzeln verkäufliche Teile 
geteilt“, wie oben zu erſehen iſt. Das Lehrbuch der Arithmetik und Algebra 
behandelt im Penſum der Tertia und Sekunda in ſechs Kapiteln das Rechnen 
mit ganzen Zahlen, die Teilbarkeit der ganzen Zahlen, das Rechnen mit 
rationalen Zahlen, die Potenzen, Wurzeln und Logarithmen und die alge⸗ 
braiſchen Gleichungen 1. und 2. Grades, im Penſum der Prima in acht 
Kapiteln die Kettenbrüche und diophantiſchen Gleichungen, die arithmetiſchen 
und geometriſchen Progreſſionen, Zinſeszins- und Rentenberechnung, das 
Rechnen mit komplexen Zahlen, die Permutationen, Kombinationen und 
Variationen, die Wahrſcheinlichkeitsrechnung, die Anwendungen der Kombi⸗ 
natorik auf die allgemeine Arithmetik, die ganzen algebraiſchen Funktionen 
und die algebraiſchen Gleichungen, die Potenzreihen und die Determinanten 
und ihre Anwendung auf Gleichungen mit mehreren Unbekannten. Ein 
en giebt endlich noch die direkte Beſtimmung der Koeffizienten ar, ae, 


t in der Reihe Mae ) „＋ G) 17 6 )ar Verfaſſer iſt 


RR nicht der Meinung, daß der ganze Inhalt dieſes zweiten Buches 
„in der Prima eines Gymnaſiums durchgenommen werden ſolle“; dies ſcheint 
ihm bei der Zeit, die in der Prima der meiſten Gymnaſien dem mathe⸗ 
matiſchen Unterrichte zugewieſen iſt, geradezu unmöglich zu ſein; aber er 
hält es für angezeigt, „daß ein Lehrbuch für die Schüler der Prima nicht 
ein Minimum, ſondern das Maximum alles deſſen enthalten ſoll, was etwa 
in einer guten zweijährigen Prima bei durchgeführter Trennung der beiden 
Jahreskurſe und nicht zu großer Schülerzahl durchgenommen werden könnte.“ 
Ref. iſt damit völlig einverſtanden. Alles, was und wie es hier für 
den Schulgebrauch geſchrieben iſt, wird willkommen ſein. Die Benutzung 
zum Selbſtunterrichte wird neben klaren Erläuterungrn beſonders auch durch 
zahlreiche Paradigmata und Übungsaufgaben, welche letzteren den Schüler in 
Stand ſetzen, ſeine mathematiſchen Kenntniſſe praktiſch zu verwerten und 
welche — ſoweit es die eingekleideten Aufgaben zu den Gleichungen betrifft 
e faſt ausſchließlich aus der Geometrie und der Phyſik genommen ſind, er⸗ 
möglicht. Zu den Übungsaufgaben, ſowohl uneingekleideten als eingekleideten 
ſind keine Reſultate gegeben. Das Penſum für Prima enthält ſachlich neues, 
was andere Lehrbücher nicht bieten. An dieſe beiden durchaus empfehlens⸗ 
werten arithmetiſchen Bücher ſchließen ſich in gleich vollendeter Anlage und 
Form die beiden Penſen des Lehrbuchs der Geometrie an. Die weſentlichſte 
und wichtigſte Aufgabe der Geometrie, „die in den räumlichen Gebilden zu 
Tage tretenden Geſtaltungsgeſetze ausfindig zu machen und klar darzulegen, 
ſei es mit Berufung auf unmittelbare Evidenz, wo dieſe möglich, ſei es 
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durch Beweiſe, wo es nicht anders geht,“ iſt dem Verfaſſer neben den For⸗ 
derungen der Pädagogik maßgebend geweſen. Das Penſum für Tertia und 
Unterſekunda enthält in fünf Kapiteln: Einleitung und Grundbegriffe, ebene 
Figuren aus zwei und drei Geraden, Vierecke und Vielecke, Vergleichung der 
Vielecke nach Fläche und Umfang, metriſche Relationen zwiſchen Strecken, 
Ahnlichkeit der Dreiecke und Berechnung des Kreiſes. 

Am Ende eines jeden Kapitels ſind Fragen zur Repetition, reſp. Kon⸗ 
ſtruktionen und Aufgaben, ſachgemäß und ausreichend geboten. Das Penſum 
der Oberſekunda behandelt in der 1. Abteilung die ebene Trigonometrie und 
zwar zunächſt die Funktionen der ſpitzen Winkel und das rechtwinklige Drei: 
eck, dann die trigonometriſchen Funktionen beliebiger Winkel, Goniometrie, 
und die Anwendung auf das Dreieck, Viereck und Vieleck, in der 2. Ab⸗ 
teilung als zweite Stufe der Planimetrie die Anfangsgründe der projek⸗ 
tiviſchen Geometrie. Aufgaben mit und ſolche ohne Auflöſung reihen ſich 
der erſten Abteilung an. Ref. glaubt ſich den Dank vieler mathematiſcher 
Lehrer zu verdienen, wenn er ſie beſonders auf dieſes Lehrbuch, das in mehr 
als einer Hinſicht von der großen Menge ſeiner Art abweicht, aufmerk⸗ 
ſam macht. Rückbeil, Oberlehrer an der Realſchule in Sondershauſen.“ 

Ein ähnliches Referat, unterzeichnet Villicus, bringt der „Wegweiſer 
durch die pädagogiſche Litteratur“ vom Jahre 1881, VII, S. 66, aus dem 
wir nur die folgende Stelle entnehmen: 

„Indem der Verfaſſer weiter angiebt, die Aufgaben von Heis teilweiſe 
benützt zu haben, bemerkt er zu dieſer ſehr umfangreichen Aufgabenſamm⸗ 
lung ganz zutreffend, daß es ein Übelſtand ſei, wenn man die Schüler 
teuere Bücher anſchaffen läßt, von deren Inhalt die große Mehrzahl kaum 
Yo, und ſelbſt diejenigen, welche das Gymnaſium oder die Realſchule voll⸗ 
ſtändig abſolvieren, kaum ¼ brauchen, während fie beim Repetieren auf 
dürftige Notizen oder Diktate beſchränkt ſind. Die natürliche Folge iſt 
dann die, daß die Schüler ſelbſt zu ſolchen Lehrbüchern greifen, die 
ihnen durch Zufall bekannt werden, und da ſie dort meiſt wieder alles in 
ganz anderer Art behandelt finden, ſo iſt es kein Wunder, wenn viele es 
aufgeben, in der Mathematik etwas leiſten zu wollen. Referent teilt die 
Meinung des Verfaſſers, daß der Unterricht fruchtbringender wird, wenn 
das demſelben zu Grunde liegende Lehrbuch die Theorie und Praxis fo 
ſchicklich wie das vorliegende verbindet, in welchem jedem Abſchnitte zahl⸗ 
reiche Übungsaufgaben beigegeben ſind, die nach vorausgegangener theoretiſcher 
Entwickelung mathematiſcher Lehrſätze den Schüler in den Stand ſetzen, mit 
Verſtändnis die Aufgaben zu löſen. Die ziemlich vielen eingeſtreuten phyſi⸗ 
kaliſchen Aufgaben, durch welche der Autor das abſtrakte Formelweſen der 
allgemeinen Arithmetik abſchwächt, beleben den mathematiſchen Unterricht 
durch unmittelbare Betrachtung und Anwendung auf das Naturleben in 
eingeſchaltenen kurzgefaßten phyſikaliſchen Erörterungen, und erhöhen die 
praktiſche Brauchbarkeit des in Rede ſtehenden Werkes. Die ſonſt von 
manchen Lehrern ſehr beliebten Rätſelaufgaben im Texte der Gleichungen 
vermiſſen wir gänzlich, welcher Abgang keineswegs zu bedauern iſt, nachdem 
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durch fie nur eine ſehr zweifelhafte Anregung zum Studium der Mathematik 
erzielt werden kann“. 


Das Zentralorgan für die Intereſſen des Realſchulweſens (V, S. 737) 
giebt über den erſten Teil folgendes Referat: 

„Es iſt eine willkommene Gabe aus Süddeutſchland, die uns in dem 
vorliegenden Werk geboten wird (der Verfaſſer iſt Profeſſor am Gymnaſium 
in Mannheim). Die Darſtellung ergeht ſich namentlich bei den Elementen 
in breiter Behäbigkeit und nimmt vieles auf, was wohl beſſer der münd⸗ 
lichen Erklärung vorbehalten bleibt, ſo daß das Buch vorzugsweiſe auch für 
den Selbſtunterricht geeignet erſcheint; aber die begriffliche Schärfe der 
Definitionen und die Klarheit der Entwickelung laſſen kaum etwas zu 
wünſchen übrig. Den einzelnen Abſchnitten ſind zahlreiche Übungsaufgaben 
beigefügt, bei deren Auswahl ein Hauptaugenmerk auf die praktiſche Ver⸗ 
wertung der gewonnenen Kenntniſſe gerichtet wurde. Die Textaufgaben zu 
den Gleichungen ſind mit Recht faſt ausſchließlich der Geometrie und der 
Phyſik entnommen und bekunden das dankenswerte Beſtreben, das abſtrakte 
Formelweſen mit dem lebendigen Stoff ſinnlicher Naturthatſachen zu durch⸗ 
ſetzen und zu durchdringen. Beſondere Anerkennung verdienen auch die 
hiſtoriſchen Hinweiſe, die namentlich auf der Oberſtufe den Hauptſätzen bei⸗ 
gefügt ſind, und denen zur Hebung des Kontinuitätsbewußtſeins wie des 
Pietätsgefühls auf wiſſenſchaftlichem Gebiete eine hohe, oft verkannte Bedeu: 
tung beigelegt werden muß. — 

Das erſte Buch umfaßt die Elemente bis zu den algebraiſchen Glei⸗ 
chungen zweiten Grades und deren Anwendung auf einfache Maximal⸗ und 
Minimalaufgaben. Das zweite Buch liefert für den Unterricht in der Prima 
ein reiches Material, deſſen völlige Ausnutzung freilich jenſeits der Grenzen 
der Möglichkeit liegt, und das zum Teil nur für den Privatfleiß begabterer 
Schüler mit Vorteil verwendbar iſt. Gleichwohl möchte man nichts von 
dem Inhalte des Buches miſſen; es erſtreckt ſich nächſt den Kettenbrüchen 
und Progreſſionen auf die Theorie der komplexen Zahlen, auf die Kombi⸗ 
nationslehre und deren Anwendungen; in den letzten drei Kapiteln werden 
die ganzen algebraiſchen Funktionen und die algebraiſchen Gleichungen, die 
Potenzreihen und die Determinanten ausführlich behandelt. Als ſachlich 
neu iſt hervorzuheben eine erweiterte Anwendung des binomiſchen Satzes 
auf die Darſtellung von figurierten Zahlen und eine bequeme Formel zur 
Berechnung des Prismatoids. Die äußere Ausſtattung des Buches durch 
die Verlagshandlung iſt reich und überaus anſprechend. 

Berlin. Dr. Fr. Poske.“ 

Derſelbe „Wegweiſer durch die pädagogiſche Litteratur“, der das oben 
erwähnte Referat von Villicus brachte, bringt ſchon im Jahrgang 1879 
Nr. 2 ein längeres Referat, unterzeichnet P., über die Arithmetik allein, 
welches beginnt mit den Worten: 


„Ein vortreffliches Werk nach Inhalt und Anlage wie nach Form 
und Ausführung“. 
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Der Schluß lautet: 

„Referent hatte ſich beim Durchleſen der Schrift eine größere Anzahl 
von Notizen zur Empfehlung desſelben gemacht. Die Rückſicht auf den 
Raum geſtattet ihm aber nicht, dieſelben hier anzufügen. Möge jeder, der 
Intereſſe für den fraglichen Gegenſtand hat, das Buch ſelbſt zur Einſicht 
verlangen. Die typiſche Ausſtattung des Lehrbuchs verdient volle Anerkennung“. 

Aus der ausführlichen Rezenſion, die Herr Dr. Killing über den erſten 
Teil in der Zeitſchrift für mathem. und naturw. Unterricht IX, S. 294 
bis 300 geliefert hat, heben wir folgende Stellen heraus: 

„Beim Beweiſe arithmetiſcher Sätze kommt es ſehr oft darauf an, zu 
erkennen, daß eine mit beſtimmten Zahlen durchgeführte Betrachtung auf 
alle andern Zahlen übertragen werden könne, und der Beweis iſt, wenn er 
mit allgemeinen Zahlzeichen durchgeführt wird, nur die Andeutung einer 
ſolchen Übertragung. In allen dieſen Fällen iſt es alſo notwendig, den 
Schüler zunächſt in die Betrachtung ſelbſt einzuführen und ihm die volle 
Einſicht zu verſchaffen; dagegen iſt es ziemlich gleichgiltig, ob er ſich die 
allgemeine Form auch noch aneignet. Demnach wird man es ganz billigen, 
daß in dieſen Fällen der Beweis nur an einem Beiſpiele durchgeführt iſt, 
welches erkennen läßt, daß derſelbe Beweis für jedes andere Beiſpiel be⸗ 
ſtehen bleibt. Es iſt dies nichts anderes, als daß die Geometrie eine Figur 
zu Grunde legt, welche zwar ſpeziell iſt, aber dem Beweiſe keine Beſchrän⸗ 
kung auflegt“. 


„Mit beſonderer Freude haben wir die drei letzten Kapitel geleſen, 
da ſie eine ganz vorzügliche Vorſchule für das akademiſche Studium bilden. 
Gegenwärtig darf die Differentialrechnung nicht mit allgemeinen Betrach⸗ 
tungen beginnen; man hat daher mit Recht empfohlen, dieſe Theorie zu⸗ 
nächſt auf die ganzen rationalen Funktionen anzuwenden. Das iſt im 
ſechsten Kapitel vollſtändig durchgeführt. Daneben bringt dasſelbe noch eine 
ziemlich erſchöpfende Theorie der algebraiſchen Gleichungen, zwei Methoden 
der Löſung durch Annäherung und für kubiſche und biquadratiſche Gleis 
chungen die allgemeine Auffindung aller Wurzeln. Ebenſo zeichnet ſich die 
Lehre von den Potenzreihen, die im ſiebenten Kapitel gegeben iſt, durch 
Strenge und genügende Vollſtändigkeit aus. Das letzte Kapitel liefert die 
Determinantentheorie bis zum Multiplikationstheorem und zu den reziproken 
Determinanten leinſchl.) und einige wichtige Anwendungen“. 

Das Referat ſchließt mit den Worten: 

„Zum Schluß glauben wir nochmals hervorheben zu müſſen, daß das 
Werk nach unſerer Meinung beim Unterricht großen Nutzen ſtiften wird. 
Möge die vorſtehende Beſprechung in etwas zu ſeiner Verbreitung beitragen“. 

In der (öſterreichiſchen) Zeitſchrift für das Realſchulweſen (III, S. 246, 
IV, S. 211 und S. 630) liefert Herr Dr. Günther ausführliche Rezen⸗ 
ſionen über alle Teile. Der Rezenſion des erſten Teiles entnehmen wir: 

„Das Buch ſoll in erſter Linie dem Schulunterricht dienen, ja für den 
Selbſtunterricht rät es ſogar der Verfaſſer ſelbſt nur mit Einſchränkung an, 
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des Verfaſſers „Elemente der Geometrie, auf neuer Grundlage ftreng de⸗ 
duktiv entwickelt“ gearbeitet ſind. Über dieſes letztere Buch, welches all⸗ 
ſeitig, auch von Gegnern des Verfaſſers, als eine höchſt bedeutende Arbeit 
anerkannt worden iſt, hat der Unterzeichnete im „Bulletin des sciences 
mathématiques et astronomiques“ ſich des näheren verbreitet und auch 
die Bedenken angedeutet, welche er gegen die Methodik des Buches hegte. 
Hier nun, wo es ſich nicht um ſtreng wiſſenſchaftliche Begründung, ſondern 
einzig und allein darum handelt, den jugendlichen Geiſtern die geometriſchen 
Wahrheiten auf dem ſicherſten und kürzeſten Wege zur Evidenz und vollen 
Aneignung zu bringen, hier ſchwinden alle derartigen Bedenken und mit 
voller Befriedigung verfolgt man den zielbewußten Gang des Autors. 
Beckers Abſicht iſt es bekanntlich, jene Fundamentalſätze, aus welchen 
Helmholtz auf analytiſchem Wege das Lehrgebäude der Geometrie konſtruiert 
hat, elementar zu gewinnen. So ſtrenge, wie in dem erwähnten früheren 
Werke, drückt ſich hier dies Beſtreben nicht aus, doch werden auch hier die 
Begriffe von Kreis, Kegel und Kugel mit in den erſten vorbereitenden Ab⸗ 
ſchnitt hereingezogen. In den Anfängen der Dreieckslehre iſt die ſcharfe 
Scheidung zwiſchen kongruenten und ſymmetriſchen Figuren anzuerkennen, 
ſowie überhaupt die umfaſſende Berückſichtigung der Symmetrie. Die Po⸗ 
lygone werden im dritten Kapitel eingehender abgehandelt, als in den meiſten 
Unterrichtsbüchern, und das reguläre Polygon gewinnt ſeinen richtigen Platz, 
indem es nicht als deus ex machina abrupt dem Lernenden entgegentritt, 
ſondern als gleichſeitiges Sehnen- und gleichwinkliges Tangentenvieleck erklärt 
wird. Bei der Flächenbeſtimmung fehlen auch die iſoperimetriſchen Sätze 
nicht. Die Ahnlichkeitslehre, welche auch die harmoniſchen Beziehungen mit 
umfaßt, ſtützt ſich wenigstens teilweiſe auf den Begriff des Ahnlichkeitszen⸗ 
trums und gipfelt in einer elegant durchgeführten Diskuſſion des Feuer⸗ 
bach ſchen Kreiſes. 

Eine reichhaltige Sammlung von Konſtruktionsaufgaben iſt jedem ein⸗ 
zelnen Kapitel angehängt. — Ein Hauptvorzug des größeren Werkes, die 
gleichmäßige Behandlung der planimetriſchen und ſtereometriſchen Verhält⸗ 
niffe, tritt freilich in dieſer didaktiſchen Umarbeitung zurück, da der Ver⸗ 
faſſer offenbar nicht ſo radikal mit den üblichen Anſchauungen brechen wollte, 
als dies z. B. Friſchauf thut; allein, wie nun einmal die praktiſchen Um⸗ 
ſtände unſerer Lehranſtalten ſind, wird es wohl ſo beſſer ſein. Für Real⸗ 
ſchulen möchte ſich wohl noch etwas mehr Rückſicht auf neuere Geometrie 
empfehlen, für Gymnaſien aber wüßten wir wenigſtens kein Buch zu nennen, 
welches wir über Beckers Leitfaden ſtellen möchten. 

Wir betrachten überhaupt das ganze Werk als eine entſchiedene Be⸗ 
reicherung unſeres Büchermarktes. Für die humaniſtiſchen Studienanſtalten 
Bayerns giebt der Verfaſſer freilich zu viel, aber für die fortgeſchrittenen 
Realſchulen Norddeutſchlands und Oſterreichs, ſowie auch für die ſüddeut⸗ 
ſchen „Realgymnaſien“ empfiehlt es ſich als eines der beſten Lehrmittel, 
über welches man zur Zeit verfügt“. 

Aus der Beſprechung des zweiten Buches des zweiten Teiles ſetzen wir 


http://rcin.org.pl 


12 


nur die Einleitung her, da der Reſt hauptſächlich in einem Referat über 
den Inhalt beſteht. 

„Referent hat, wie den Leſern der Zeitſchrift bekannt iſt, bereits über 
die erſten drei Bücher dieſes wichtigen und umfaſſenden Unterrichtswerkes 
berichtet und iſt dabei zu dem Ergebnis gelangt, daß, woferne man auch 
mit den ſtets dezidiert auftretenden pädagogiſchen Anſchauungen des Ver⸗ 
faſſers nicht durchweg einverſtanden ſein ſollte, der originellen Anlage und 
der von tiefem Nachdenken zeugenden Durchführung dieſes Planes vollſte 
Anerkennung gezollt werden muß. Erfreulicherweiſe dient dieſe neueſte Lie⸗ 
ferung nur zur Beſtätigung des damals ausgeſprochenen Urteiles. Wir 
wollen gleich eingangs andeuten, daß wir auf die in dem ausführlichen 
Vorwort behandelte Frage, ob Schulbücher nur aphoriſtiſche Hilfsmittel für 
einen genetiſchen Unterricht oder aber eine vollſtändige Darſtellung des Lehr⸗ 
ſtoffes enthalten ſollen, hier gar nicht eingehen. Dieſe Streitfrage zu ent⸗ 
ſcheiden, wird erſt einer ſpäteren Zeit möglich ſein; vorderhand betrachten 
wir dieſelbe als eine offene und ſtellen uns für die Dauer dieſer Bericht⸗ 
erſtattung durchaus auf den Standpunkt Beckers. Das aber wollen wir 
ausſprechen, daß ein ſolches Buch, wie wir es hier vor uns haben, dem 
vom Autor gewünſchten Zwecke recht wohl entſprechen kann. Nicht minder 
billigen wir den Grundſatz, daß ein Lehrbuch, welches gleichzeitig dem Selbſt⸗ 
unterrichte ſoll dienen können, recht wohl gar manches enthalten darf, was 
unter gewöhnlichen Verhältniſſen in der Schule ſelbſt nicht wird durchge⸗ 
nommen werden können. Es wäre ſehr ſchade, wenn um des gewöhnlichen 
Mittelgutes halber, welches in der Einrichtung der normativen Lehrplan⸗ 
Grenzen ſein höchſtes Ziel erblickt, ausgezeichnete Schüler, wie es ja deren 
zum Glücke doch auch giebt, an weiterem Aufflug ſich müßten verhindern 
laſſen. Es iſt dies der nämliche Grundſatz, welchen ſeinerzeit Profeſſor 
Unverzagt vor der Wiesbadener Verſammlung deutſcher Philologen und 
Schulmänner in muſtergiltigerer Weiſe zum Ausdruck brachte“. 

Von dem Referat über das letzte Buch lautet der Schluß: 

„Die Kegelſchnitte machen den Beſchluß. Sie werden ihrem Namen 
völlig entſprechend dem Kegel ſelbſt entnommen und auch fürs erſte am 
Kegel ſelbſt unterſucht, fo daß alſo z. B. für die Konſtruktion der Brennpunkte 
einer Ellipſe die beiden dem Kegel eingeſchriebenen Kugeln des Dandelin— 
ſchen Theoremes verwendet werden. Im übrigen iſt die Behandlungsweiſe 
weſentlich eine algebraiſch-geometriſche, und es gelingt, fo ziemlich allen, auch 
den komplizierteren, Eigenſchaften wie Tangenten, konjugierten Durchmeſſern 
u. ſ. w. gerecht zu werden. Die letzten ſechs Seiten ſuchen von dem im 
Buche ſelbſt zurücktretenden Gegenſatz zwiſchen analytiſcher und ſynthetiſcher 
Geometrie dem weiter Strebenden einen Begriff zu verſchaffen; bezüglich der 
letzteren wird noch anhangsweiſe die Erzeugung der Kurven zweiter Ordnung 
mit Hilfe projektiviſcher Strahlbüſchel gelehrt. — Es wird dem Verfaſſer ganz 
ebenſo mit dieſem „Ausblick“ ergehen, wie dem Berichterſtatter; viele Lehrer 
werden ſich mit ſolchen nur beiläufigen Erweiterungen des Geſichtsfeldes 
nicht einverſtanden erklären. Allein die dagegen vorgebrachten Gründe ver⸗ 
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mochten uns wenigſtens nicht zu überzeugen. Der gute Schüler, insbeſon⸗ 
dere aber der doch wahrlich nicht zu vernachläſſigende Bruchteil, welcher ſich 
ſelbſt dem Studium der Mathematik widmen will, ſoll und muß ſtets 
darauf hingewieſen werden, daß jenſeits der von ihm zur Zeit betretenen 
Gefilde erſt das wirkliche gelobte Land der Wiſſenſchaft liege, und wer ihm, 
wie es Becker thut, möglichſt oft die Gelegenheit verſchafft, einen Blick in 
dasſelbe zu thun, der braucht wahrlich nicht zu fürchten, er leiſte der Ober⸗ 
flächlichkeit Vorſchub. 

Wir ſind mit unſerem Berichte über das fertige Werk zu Ende. Möge 
derſelbe recht vielen Kollegen Luſt machen, ſich dasſelbe ſelbſt genauer an⸗ 
zuſehen! Man wird es nicht zu bereuen haben“. 

Den Referaten des Herrn Dr. Killing in der Hoffmannſchen Zeit⸗ 
ſchrift über den zweiten Teil (X, S. 422 bis 427 und XI, S. 370 bis 
375) entnehmen wir nur folgende Stellen: 

„Zunächſt heben wir hervor, daß das Werkchen trotz des geringen 
Umfanges und des niedrigen Preiſes neben dem vollſtändigen Lehrſtoff reich⸗ 
liches Übungsmaterial enthält. Außer zahlreichen Konſtruktionsaufgaben, 
von denen eine genügende Anzahl vollſtändig gelöſt iſt, und vielen zu be⸗ 
weiſenden Lehrſätzen, enthalten die drei erſten Kapitel zuſammen etwa 50 Fragen 
zur Einübung des Stoffes; dieſelben dienen nicht nur dazu, Definitionen 
und Lehrſätze zu wiederholen, ſondern machen auch öfter auf den Kernpunkt 
der Beweiſe aufmerkſam. Wir möchten nur wünſchen, auch den beiden 
letzten Kapiteln ſeien Fragen, namentlich der letzten Art, beigegeben. 

Den wichtigſten Fortſchritt möchten wir in der Anordnung der Sätze 
erblicken. Wir glauben nämlich, daß für die Gruppierung dem Verfaſſer 
vor allem zwei Ziele vorgeſchwebt haben: dem Schüler die Möglichkeit zu 
gewähren, die Stellung eines jeden Satzes im Syſteme leicht zu erkennen 
und zu behalten, ſowie jede Gruppe auf ein einziges Beweisprinzip zu 
ſtützen, ſo daß die Gruppe, zu der ein Satz gehört, die Beweisart hervor⸗ 
treten läßt. Einer ſolchen Anordnung müſſen wir unbedingt beipflichten. 
Es iſt ſchon ſehr wichtig, daß die Schüler „aus dem Unterricht über Geo⸗ 
metrie den Eindruck eines wohlgeordneten Ganzen davontragen“; zudem 
wird hierdurch der läſtige Gedächtniskram weſentlich vermindert; vor allem 
aber werden die Schüler in das Weſen von geometriſchen Unterſuchungen 
eingeführt; denn nicht durch Aufſtellung eines Lehrſatzes und unbeſtimmtes 
Suchen nach einem Beweiſe wird der Fortſchritt in der Geometrie herbei 
geführt, ſondern durch Entwickelung der Abhängigkeit der zu einer Figur 
vereinigten Gebilde“. 

„Ohne die gegebene Anordnung unbedingt zu billigen, wird man ihr 
hohen Wert beilegen müſſen. Viele Beweisarten ſind dem Verfaſſer eigen⸗ 
tümlich; ſie einzeln darzulegen würde zu weit führen. Der Verfaſſer hat 
es faſt immer verſchmäht, durch allmählige Entwickelung den Zuſammenhang 
noch deutlicher hervortreten zu laſſen; weit entfernt, hierin einen Nachteil 
zu erblicken, glauben wir, die ſtarre Form Euklidiſcher Beweiſe müſſe über⸗ 
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haupt beibehalten werden. Wenn wir ſchließlich noch erwähnen, daß alle 
Beweiſe ſo ausführlich gegeben ſind, daß der Schüler ohne Schwierigkeit 
in das Verſtändnis eingeführt wird, ſo glauben wir genug Gründe hervor— 
gehoben zu haben, aus denen die hohe Bedeutung des Werkchens hervor⸗ 
geht; wir empfehlen dasſelbe allen Amtsgenoſſen aufs wärmſte“. 


„Zudem hat ſich Herr Becker, wie er in der Vorrede zum zweiten 
Hefte der Geometrie ausſpricht, durch die offenbar richtige Erfahrung leiten 
laſſen, „daß ein Lehrbuch nur dann ſeinen Zweck erfüllen kann, wenn es ſo 
geſchrieben, daß es auch zum Selbſtunterrichte gebraucht werden kann“. So 
verſpricht ſein Lehrbuch allen Schülern weſentlichen Nutzen zu bringen. 
Selbſt der ſchwächſte Schüler wird bei der Vollſtändigkeit aller Beweiſe, der 
Klarheit und Einfachheit der Sprache leicht in das volle Verſtändnis ein— 
dringen; es wird für ihn kein Nachteil ſein, daß der Stoff über die An⸗ 
forderungen des Gymnaſiums hinausgeht; der fähigere Schüler aber findet 
die beſte Gelegenheit, ſelbſtändig oder nach kurzer Anleitung in der Schule 
ſeine Kenntniſſe zu erweitern und ſich etwa auf den akademiſchen Unterricht 
vorzubereiten. So verdient das Buch den Fachgenoſſen beſtens empfohlen 
zu werden; möge es weite Verbreitung finden“. 

Dem Referate des Herrn J. G. Wallentin in der Zeitſchrift für das 
öſterreichiſche Gymnaſialweſen (Jahrgang 1880, S. 128) über das erſte und 
vierte Buch entnehmen wir die Stellen: 

„Die eigenen Worte des in der mathematiſchen Litteratur rühmlichſt 
bekannten Verfaſſers, daß es die weſentlichſte und wichtigſte Aufgabe der 
Geometrie iſt, „die in den räumlichen Gebilden zu Tage tretenden 
Geſtaltungsgeſetze ausfindig zu machen und klar darzulegen, ſei 
es mit Berufung auf unmittelbare Evidenz, wo dies möglich, 
ſei es durch Beweiſe, wo es nicht anders geht“, charakteriſieren 
ſeinen Standpunkt bei Abfaſſung dieſes Lehrbuches zur genüge. Eine natur⸗ 
gemäße Vermittelung zwiſchen der Geometrie des Maßes und der Geo— 
metrie der Lage anzuſtreben und womöglich konſequent durchzuführen, großes 
Gewicht auf die Unterſuchung der Abhängigkeit geometriſcher Geſtalten von— 
einander zu legen — das ſind die den Autor leitenden Grundideen. In 
der That finden wir, wie ein genaueres Eindringen in das Buch lehrt, 
dieſen Plan gewiſſenhaft verwirklicht. Mit Recht wird vom Verfaſſer be⸗ 
merkt, daß Euklid nur ein Aggregat unumſtößlich gewiſſer Einzelerkennt⸗ 
niſſe ohne jede ſachgemäße Verbindung lieferte, daß eine Aneinanderreihung 
der Sätze nach den in den Eigenſchaften der Figuren zu Tage tretenden 
Geſtaltungsgeſetzen mit der Beweisführung eines folgenden Lehrſatzes aus 
einem vorhergehenden ohne weitere Berufung auf die Anſchauung auf Grund⸗ 
lage weniger Axiome dringend geboten ſei. 

Auf einen Umſtand möge von vorneherein hier aufmerkſam gemacht 
werden. Insbeſonders der zweite für die Oberſekunda beſtimmte Teil ent 
hält vieles, was bei dem Stundenausmaße, das der Mathematik an der Mittel⸗ 
ſchule durchſchnittlich zufällt, einerſeits, bei der nicht gleich vorzüglichen 
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Begabung der Schüler andererſeits, nicht durchgenommen werden kann. 
Deshalb wird kein Fachmann dem Autor einen Vorwurf machen, im 
Gegenteile es iſt ſehr lobenswert, daß ein begabterer Schüler, der einiges 
Intereſſe für „mathematiſches Wiſſen und Können“ mitbringt, ſchon 
in dem gebrauchten und darum gewohnten Lehrbuche ein Mittel hat, das 
Angefangene zu einem befriedigenderen Abſchluſſe zu bringen. 

Die klare, korrekte und gewählte Sprache, deren ſich der Verfaſſer be⸗ 
dient, die Schärfe und Sicherheit in der Beweisführung, die gehörige Ab⸗ 
rundung und Glättung des Stoffes werden das Buch zum Selbſtſtudium 
ebenſo geeignet machen wie zum Schulunterrichte“. 

„Mit wahrer Freude hat Referent die zweite Abteilung der Plani⸗ 
metrie, in welcher die Anfangsgründe der projektiviſchen Geometrie zur 
Behandlung kommen, durchgeleſen. Eine ſo klare und ſchulgerechte Dar— 
ſtellung dieſer intereſſanten Partie iſt ihm ſelten begegnet. Jeder, der ſich 
mit den Elementen der Geometrie ſoweit vertraut machen will, daß er zur 
Lektüre größerer Werke über dieſen Gegenſtand, ſo z. B. der am Schluſſe 
dieſes Buches zitierten „Elemente der projektiviſchen Geometrie von 
Dr. H. Hankel“, der „Geometrie der Lage von Dr. F. Reye“, der 
bahnbrechenden Steinerſchen Vorleſungen über ſynthetiſche Geo— 
metrie (in den letzten Jahren von Geiſer und Schröter bearbeitet) ge— 
rüſtet iſt, ſoll zu dieſem Buche ſeine Zuflucht nehmen; es wird ihn ſehr 
ſchnell und dabei doch ziemlich eingehend mit den Fundamentalſätzen der 
neueren Geometrie bekannt machen. 

Referent muß ſchließlich anerkennen, daß die ſchönen Erwartungen, die 
durch die großen Vorzüge der früher erſchienenen, in dieſer Zeitſchrift bes 
ſprochenen Bücher deſſelben Verfaſſers hinlänglich gerechtfertigt waren, bei 
der Durchſicht dieſes Buches in keinerlei Weiſe getrübt wurden“. 

Endlich möge noch das Referat der „Fortſchritte der Mathematik“ 
XII, S. 416 über das fünfte Buch in extenso folgen: 

J. K. Becker. Lehrbuch der Elementargeometrie für den Schulge⸗ 
brauch. Drittes Buch. Stereometrie, ſphäriſche Trigonometrie und Kegel⸗ 
ſchnitte. Berlin 1879. Weidmann. 

„Das erſte Buch (1877) enthielt die erſte Stufe der Planimetrie, das 
zweite Buch (1878) die ebene Trigonometrie und zweite Stufe der Plani⸗ 
metrie. Dieſe ſowohl wie das gegenwärtige verwerten die Grundſätze, welche 
in der vorausgehenden Schrift des Verfaſſers: „Die Elemente der Geo— 
metrie auf neuer Grundlage ꝛc.“ 1877 (ſ. F. d. M. IX, 1877, S. 394) 
dargelegt ſind. Die Stereometrie ſtützt ſich nicht wie gewöhnlich auf die 
vorausgehende Behandlung der Planimetrie, ſondern greift im Gegenteil in 
der Grundlegung noch weiter zurück als dieſe. Die Grundbegriffe der Geo= 
metrie werden mit außerordentlicher Gründlichkeit und Ausführlichkeit ent⸗ 
wickelt. Das Studium der Riemannſchen Schriften hat ſichtlich den Ver⸗ 
faſſer auf die Beachtung der wichtigen Punkte gelenkt. So entſprechen auch 
die aufgeſtellten ſechs Axiome (a. a. O. genannt) im ganzen den Beſchrän⸗ 
kungen des empiriſchen Raumes nach Riemann. Die didaktiſche Verarbei⸗ 
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